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Einleitung

Im Land Nordrhein-Westfalen ist der Einsatz eines CAS-Rechners demnéchst in der
Sek. Il verpflichtend. Dieser Band fir die Qualifikationsphase setzt die vorherigen
Bande fort. Welche Mdglichkeiten sich fur einen solchen Einsatz von ClassPads
der Firma Casio ergeben, soll im Folgenden flr die Qualifikationsphase dargestellt
werden. Dabei geht es nicht darum, den ClassPad in jeder Unterrichtsstunde
einzusetzen; sondern immer dann, wenn es unter mathematischen und didaktischen
Gesichtspunkten sinnvoll erscheint.

Der Lehrplan sieht eine Trennung in die 3 Stoffgebiete Analysis, Lineare Algebra und
Stochastik vor. Mit den hier vorliegenden Hinweisen beziehen wir uns ebenfalls auf
diese 3 Gebiete. Den Leserinnen und Lesern wird auffallen, dass die Umfange der
drei Gebiete unterschiedlich sind. Dies hdngt zum einen mit den Mdglichkeiten des
ClassPad, zum anderen aber auch mit den Inhalten des Lehrplans zusammen, die
tlw. darauf abzielen, dass die Schilerinnen und Schiler Hilfsmittel frei arbeiten sollen.
Des Weiteren haben wir uns auf Inhalte beschrankt, bei denen es sinnvoll erscheint,
den ClassPad einzusetzen.

Insbesondere in der Stochastik eroffnen sich neue Inhalte, da Simulationen
durchgeflihrt werden kénnen und man hinsichtlich der Binomialverteilung nicht mehr
auf die durch die Tabellen vorgegebenen Werte angewiesen ist.

Die einzelnen Teile des Manuskripts sind tabellenartig aufgebaut. Man findet
zunachst Hinweise auf den Lehrplan, die aus diesem direkt Ubertragen sind,
daneben Abbildungen des ClassPad. In der dritten und vierten Spalte gibt es dann
technische und didaktische Hinweise. Bzgl. der beiden letzten Kategorien kann es zu
Uberschneidungen kommen, da einige technische Hinweise einen Zusammenhang
zum Verstandnis des Rechners haben. Ein solcher Rechner ist nach den Gesetzen der
Logik programmiert und insofern weist die Bedienung auch Bezlge zur Mathematik
auf.

Diese in Tabellen gefasste Information ist flr die unterrichtenden Kolleginnen und
Kollegen gedacht. Die technischen Hinweise sind so gestaltet, dass es auch fur
Einsteigerinnen und Einsteiger ohne Probleme mdglich sein sollte, den ClassPad
im Unterricht einzusetzen. Insbesondere werden die Inhalte der vorausgegangenen
Bande nicht vorausgesetzt. Das Gleiche gilt fir die Reihenfolge der einzelnen Gebiete.
Diese sind in der Regel unabhéangig davon behandelbar. Die dadurch entstehenden
Wiederholungen werden in Kauf genommen. Aber auch CAS erfahrenere Kolleginnen
und Kollegen werden sicher die eine oder andere Idee fur den Einsatz finden.



Im Anschluss an jedes Kapitel sind Arbeitsblatter fir die Schilerinnen und Schiiler zu
finden, die direkt einsetzbar sind. L6sungen sind in der Regel nicht angegeben, da
sich die Arbeitsblatter oft direkt auf die im Lehrerteil dargestellten Inhalte beziehen,
und sie sich daraus direkt ergeben. Bei einigen Aufgaben wird der Rechner nur zur
Kontrolle genutzt, so dass sich auch hier Losungsblatter ertbrigen.

Die Arbeitsblatter sind so gestaltet, dass sie entdeckendes Lernen ermdglichen.
Ansonsten sollten die Kolleginnen und Kollegen jeweils entscheiden, welche Losungen
handisch und welche mithilfe des ClassPad erstellt werden sollen. In der Regel haben
wiruns eheraufdasrein Mathematische beschrankt und auf Realitatsbezlige verzichtet,
es sei denn, es besteht ein direkter Zusammenhang zum Einsatz des ClassPads.
Auch ist uns bewusst, dass die Realitdtsbezlge nicht immer die Realitat wirklich
wiedergeben. Ansonsten sollten winschenswerte Realitdtsbeziige im Unterricht
hinzugefigt werden. Inwieweit diese verstandnis- bzw. motivationsférdernd sind,
hangt natdrlich immer von der Zusammensetzung der jeweiligen Lerngruppe ab.

Die Umfénge der Arbeitsblatter sind unterschiedlich, da bedingt durch den Lehrplan
die Mdglichkeiten fur den sinnvollen Einsatz des ClassPads eingeschrankt sind.
Es ist immer machbar, den ClassPad fir Termumformungen und Berechnungen
einzusetzen. So kénnen die Schilerinnen und Schuler in jedem Fall ihre Ergebnisse
Uberprufen lassen.

Ich danke Antonius Warmeling und dem Casio Education Team fiir die tatkraftige
Unterstitzung.

Dr. Jens Weitendorf
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Analysis

Funktionen und Analysis

Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Funktionen: ganzrationale Funktionen,
Exponentialfunktionen,

nur LK: Sinusfunktionen

f(x) = a -sin (b-x+c)+d

sowie entsprechende Kosinusfunktionen

Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des
Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich,
Nullstellen, Symmetrie, Verhalten fir x =~ +e

Die Schulerinnen und Schiler
(19) I6sen innermathematische und

anwendungsbezcogBne Problemstellungen
mithilfe von ganzrationalen Funktionen.
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Hinweise zur Bedienung Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Zur grafischen Darstellung des Grafen, wahlt Durch die Mdglichkeit einen

man den Bereich Grafik & Tabelle. Falls im Funktionsgrafenplotter zu benutzen, macht

Grafikbereich noch ein Hintergrundbild zu eine Kurvendiskussion auf die herkdbmmliche

sehen ist, muss man im MenU Bildplot wéhlen | Art keinen Sinn. Man kann quasi das Pferd von

-> Datei -> Neu hinten aufzdumen und die Schilerinnen und
Es lassen sich nur maximal 3 Schieberegler Schiler Grafen von Funktion zeichnen lassen
benutzen. und selbst einen Zusammenhang zu den

Die Variable d wurde durch: Gleichungen herstellen zu lassen.
{0,1,2,3}3d Dabei kénnen die im Lehrplan beschriebenen

{0,1,2,3} Eigenschaften von Funktionen von den
Schilerinnen und Schiilern eigenstéandig
als Liste definiert. bearbeitet werden.

In der Abbildung links wurde der Graf der
Funktion f(x) = x4-2,4x3+x2-2x+1

erzeugt. Es zeigt sich, dass es mit dem
ClassPad mdglich ist, die typischen Punkte
einer Kurvendiskussion abzuarbeiten. Die
daflr erforderlichen Gleichungen werden im
Hintergrund numerisch gelést. Erstaunlich ist,
Im MenU Bereich Grafik und Tabelle lassen sich | dass im Lehrplan Extrema und Wendepunkte
einige Funktionseigenschaften direkt ablesen. | unerwahnt bleiben. Es kann sein, dass

Man findet diese unter Analyse. »,Nullstellen“ sich auch auf die 1. und 2.

Ableitung bezieht.




Ableitungsregeln und Krimmung von

Funktionsgrafen

Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:
Fortfihrung der Differentialrechnung:
Produktregel, Kettenregel (nur LK)

Hinsichtlich der Krimmung von

Funktionsgrafen findet sich nichts im Lehrplan.

d .
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dx dx
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Man erhélt die Ableitungsregeln, indem

im Bereich Interaktiv Berechnungen -> diff
gewahlt wird. Die Variable x wird automatisch
gesetzt. Es ist darauf zu achten, dass die
Variablen f, g und a nicht belegt sind. Dies

ist im Variablenmanager (im Men( links oben
neben Edit) zu Uberprifen.

Erstaunlich ist, dass die Funktion f(a-x)

im Gegensatz zu f(g(x)) nicht abgeleitet wird.
Dies liegt wahrscheinlich daran, dass die
Variable ,,a“ auch fir eine Funktion a(x) stehen
kénnte.

Im Geometriebereich des ClassPad wird
zunéchst eine Normalparabel gezeichnet.
Nun geht es darum, an die Parabel einen
Kreis mit Mittelpunkt auf der y-Achse im
Koordinatenursprung anzupassen. Dabei

ist der Kreis so zu konstruieren, dass

der Mittelpunkt auf der y-Achse und ein
Randpunkt im Koordinatenursprung liegt. Der
Mittelpunkt des Kreises ist so zu verschieben,
dass der gesuchte Kreis und die Parabel nur
diesen einen Punkt, den Koordinatenursprung
gemeinsam haben. (Abb. links)

Der Mittelpunkt C des Kreises (s. Abb. links
oben)) muss also zum einen so verschoben
werden, dass Kreis und Parabel nur den einen
Punkt B gemeinsam haben, zum anderen
mussen die beiden Kurven im Ursprung in
ihren Krimmungen zunéchst in anschaulicher
Weise Ubereinstimmen, damit der Kreis sich
optimal an die Parabel anschmiegt.

Es dirfen keine weiteren Schnittpunkte
entstehen. (s. Abb. links unten)

Das CAS des ClassPad bildet Ableitungen
beliebiger Funktionen. Das heif3t, Schiilerinnen
und Schler kénnen handisch durchgefiihrte
Ableitungen mit dem Rechner tUberprifen.
Des Weiteren dient ein solcher Rechner als
elektronische Formelsammlung (s. Abb. links).
Fir Schilerinnen und Schiler besteht dabei
die Schwierigkeit, die Rechnerergebnisse zu
interpretieren.

Wie in Bezug auf den Lehrplan erwahnt, ist
die Krimmung von Funktionsgrafen nicht
Thema des Unterrichts. Bei Schilerinnen und
Schlern gibt es aber oft die Meinung, dass die
2. Ableitung die Krimmung beschreibt; dies
gilt aber nur qualitativ und nicht quantitativ.
Wenn der ClassPad eingesetzt wird, besteht
aber die Mdglichkeit, dass die Schulerinnen
und Schler erfahren kénnen, was Krimmung
bedeutet.

Fir y = f(x) erhalt man:

rr

K=—2

(1+y~)?

Der Radius fur den Krimmungskreis ergibt sich
dannzu R = 1/K.

Wir bestimmen zun&chst den Radius des
Kriimmungskreises fur die Normalparabel im
Koordinatenursprung.

Schdlerinnen und Schuler haben die
Moglichkeit, ein Gefuhl fir die Bedeutung der
Kriimmung zu bekommen. Dazu muss der
Radius so vergroBert werden, dass es gerade
noch den einen gemeinsamen Punkt gibt.
Man kann sich Uberlegen, dass die Funktion
des optimalen Halbkreises im Punkt (0/0) mit
der Funktion der Parabel und der ersten und
zweiten Ableitung Ubereinstimmen muss.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Hinsichtlich der Krimmung von

Funktionsgrafen findet sich nichts im Lehrplan.
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Es wird eine zweidimensionale Funktion
definiert.

Die 2. Ableitung kann direkt gebildet werden

(Interaktiv -> Berechnungen -> diff -> Ordnung:

2...

Um den Graphen dieser Funktion darzustellen,
muss die Variable ,r* durch die Variable ,,x*
ersetzt werden. (Abb. links)

Aus der Abbildung links geht hervor, dass

es flr x=0,5 genau eine Lésung und flr
x=0,51 drei L6sungen gibt. Man kdnnte
diesen Prozess weiter fortsetzen fur x=0,501
usw. Dies ist kein Beweis, sondern nur ein
deutlicher Hinweis. Eine mathematisch
korrekte Begriindung ergibt sich aus dem
obigen Ansatz.

Im Folgenden wird die Differenzfunktion
zwischen unterer Kreishélfte und Parabel
definiert. Damit diese Funktion nur genau eine
Nullstelle hat, muss die 2. Ableitung an der
Stelle x = 0 einen positiven Wert haben; die
Differenzkurve hat dann eine Linkskrimmung.
Deswegen wird die zweite Ableitung dieser
Differenzfunktion gebildet und der Wert
dieser zweiten Ableitung an der Stelle x=0
(d2(r,0)) bestimmt. Die Abbildung links zeigt
die Abhangigkeit des Krimmungsverhaltens
im Koordinatenursprung vom Radius des
Kreises. Aus dieser Abbildung ist eindeutig

zu erkennen, dass sich fir r=0,5 ein
Vorzeichenwechsel der Differenzfunktion
ergibt, woraus folgt, dass die Krimmung der
Normalparabel im Scheitelpunkt den Wert k=2
hat.

Der oben beschriebene Weg zur Bestimmung
des Krimmungsradius bietet Schilerinnen und
Schilern vor allem durch die Unterstitzung
durch die dynamische Geometrie-Software

die Mdglichkeit, ein Verstandnis flr den
Sachverhalt aufzubauen. Das CAS entlastet
den Unterricht, da die formalen Umformungen,
die in diesem Zusammenhang nicht zentral
sind, nicht thematisiert werden mussen.

12




Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Hinsichtlich der Krimmung von

Funktionsgrafen findet sich nichts im Lehrplan
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Konstruktion entspricht der fir die Parabel
(s. Seite 6)

Die Funktionsgrafen von f(x) = x2 und

f(x) = x4 haben eine gewisse Ahnlichkeit.

Sie unterscheiden sich aber grundlegend
hinsichtlich der Krimmung im
Koordinatenursprung. Durch Ziehen am Punkt
A und der damit verbundenen VergréBerung
des Radius gelingt es nicht, den Kreis optimal
anzunahern.

Aus den Berechnungen ist zu erkennen, dass
es in diesem Fall keine L6sung geben kann

(s. Abb. links). Daraus folgt, dass der Graf der
Funktion f(x) = x4 im Koordinatenursprung

im Gegensatz zur Normalparabel keine
Krimmung hat.

Aus dem Ansatz, dass die Funktionsgrafen

mit der Kreisfunktion an der betreffenden
Stelle und die beiden ersten Ableitungen
Ubereinstimmen mussen, lasst sich die
allgemeine Formel fur die Krimmung herleiten.
Da die Terme sehr komplex und im Screenshot
schwer darstellbar sind, findet man die
Herleitung im Anhang.
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Eigenschaften einer biquadratschischen und
der entsprechenden quadratischen Funktion

Bezug zum Lehrplan Screenshot
Inhaltliche Schwerpunkte: & Edit Zoom Analyse ¢
Funktionen: ganzrationale Funktionen [ Iml [EEI Q[l H
Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Blatti [latt2 [Blattd [Blated [latt5]
Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Myl=x4-2.x2-] — 0
Nullstellen, Symmetrie, Verhalten flr x—>+oo By2=y2_2.4-1 I—lm
[Jy8:0
Die Schilerinnen und Schler [Jy4:0
(1) I6sen biquadratische Gleichungen auch Ty5:0
ohne Hilfsmittel (nur LK) []y6:0 i
= =
E
v
(% [Cs
2n  Reell

solve(x4—2-x2-l=0, x)
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{x==V2+1,x=V2+1}
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Um den Zusammenhang zwischen den L6-
sungen leichter zu erkennen, ist es erforder-
lich, dass im Grundformat nicht Dezimalzahlen
markiert sind.

Das handische Lésen biquadratischer
Gleichungen ist nur erforderlich, wenn
keine digitalen Hilfsmittel zur Verfligung
stehen.

Der Einsatz digitaler Medien

bietet auf der anderen Seite die
Moglichkeit, den Zusammenhang
zwischen einer biquadratischen und
der entsprechenden quadratischen
Funktion genauer zu untersuchen.

Die Abbildung links lasst die
Schilerinnen und Schiiler vermuten,
dass das lokale Maximum der
biquadratischen Funktion grundséatzlich
auf der y-Achse liegt und ein
gemeinsamer Punkt mit dem Grafen
der quadratischen Funktion ist.

Dies lasst sich leicht mit Hilfe von
Symmetrieeigenschaften begriinden.
Des Weiteren kbnnte man vermuten,
dass der Scheitelpunkt der
quadratischen Funktion mit einem
Minimum der biquadratischen
zusammenfallt. Dieses ist offensichtlich
nur fur den y-Wert korrekt. Dass

dies kein Beweis ist, sollte mit den
Schulerinnen und Schulern diskutiert
werden.

Eine Begriindung folgt unten.

Der Einsatz von Schiebereglern fir die
Parameter bietet den Schilerinnen und
Schdilern die Méglichkeit, eigenstandig
Eigenschaften von Funktionsgrafen

zu entdecken und den Einfluss zu
diskutieren.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:
Funktionen: ganzrationale Funktionen

Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des
Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich,
Nullstellen, Symmetrie, Verhalte flr x—» +oo

Die Schilerinnen und Schiler
(1) 16sen biquadratische Gleichungen auch
ohne Hilfsmittel (nur LK)

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im

Kontext der Fragestellung und untersuchen
ihren Einfluss auf Eigenschaften von
Funktionsscharen

define f(a,x)=x4—a-x2—1

done
define g(a, x)=x"2-axx—1

done
p- 5
dx(f(a.x))

4°x3—2-a-x

i(g(a. X))

2+x—a

solve(4-x3—2-a-x=0, x)

{ =2 _v‘2°a]
¥=0, x= y X=
2 7
f(a, - 22.a )
2
o
4 ]-
g(a,a’/2)
2
-—a
4 !

solve(x4+a°x2+b=0. x)

[x= —\f(—2- (a+2v‘ a2—4-b) !

\f-z-(a+v‘2a2—4ob) |

,’x=

—J—Z-(a—v{az—‘i-b)

2

e J-2° (a—\/az—il'b )
2
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Ein CAS unterscheidet nicht Parameter
von unabhéngigen Variablen. In den
Definitionsgleichungen fir die Funktionen
sind diese gleichberechtigt. So kdnnten die
Funktionen auch nach a abgeleitet werden.

Da nicht alle 4 Losungen im Format gleichzeitig
Ubertragen werden konnten, wurden diese
nacheinander Ubertragen.

Der Beweis fur die Gleichheit der y-Werte
kann natdrlich auch héndisch geftihrt

werden. Der Unterschied besteht dann in

den Termumformungen. So ist prinzipiell

zu entscheiden, welche Bedeutung
Termumformungen fur den Unterricht

haben. Welche Schritte fur die Begrindung
erforderlich sind, diese Uberlegung muss auch
bei Benutzung eines CAS entschieden werden.
Warum fir das absolute Glied kein Parameter
gesetzt wurde, ist nattrlich auch mit den
Schulerinnen und Schiilern zu besprechen.

Wie schon oben erwédhnt, ist ein CAS eine
elektronische Formelsammlung.

So lasst sich auch fir biquadratische
Gleichungen eine Losungsformel direkt
angeben. Von daher stellt sich eigentlich schon
die Frage, welcher Mehrwert sich ergibt, wenn
Schulerinnen und Schiiler diese handisch
|6sen.

18




Von Daten zu Funktionsgleichungen

Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:
Funktionen: ganzrationale Funktionen

Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des
Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich,
Nullstellen, Symmetrie, Verhalten flr x—> +

Die Schilerinnen und Schiler

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im
Kontext der Fragestellung und untersuchen
ihren Einfluss auf Eigenschaften von
Funktionsscharen

Die Schilerinnen und Schiler

(2) nutzen die Eigenschaften

von ganzrationalen Funktionen,
Exponentialfunktionen,

der Sinusfunktion, der Kosinusfunktion, der
Potenzfunktionen, \/x und 1/x sowie

der Transformationen dieser Funktionen zur
Beantwortung von Fragestellungen,

(3) bestimmen Parameter einer Funktion
mithilfe von Bedingungen, die sich aus
dem Kontext ergeben,

& Edit Zoom Analyse
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Variablen a, b und ¢ dirfen nicht
belegt sein. Dies sollte man vorher im

Variablenmanager Gberprifen und ggf. I6schen.

Die Schieberegler werden durch die Wahl von
automatisch erzeugt. Voreingestellt sind
diese auf einen Bereich von -10 bis 10 und
einer Schrittweite von 1.

Durch Betétigung von = lassen sich die
Einstellungen anpassen.

Um sich einen Uberblick zu verschaffen,
Ubertradgt man die Werte in die
Tabellenkalkulation.

Fur die grafische Darstellung ist zZu
wahlen. Eine Skalierung der Achsen geschieht
automatisch.

Wie schon oben erwéhnt, haben die
Schulerinnen und Schiiler durch die

Eingabe rationaler Funktionen mit variablen
Koeffizienten die Mdglichkeit, Eigenschaften
der Funktionsgrafen eigenstandig zu erkunden
und den Zusammenhang zu den Koeffizienten
herzustellen. Das bedeutet eine Umkehrung
von dem, was unter Kurvendiskussion
verstanden wird. Ein Ziel solcher
Kurvendiskussionen war ja, die Schilerinnen
und Schiller in die Lage zu versetzen, eine
maoglichst genaue Skizze von Funktionsgrafen
zu zeichnen. Da Funktionsplotter automatisch
zur Verflgung stehen, macht dieses Ziel keinen
Sinn mehr.

Ein Unternehmen ermittelt folgende Kosten
bezogen auf die jeweilige Produktionsmenge:

Produktionsmenge Kosten
0 1000
25 1180
50 1340
75 1390
100 1550
125 1585
150 1610
175 1810
200 1890
225 2180
250 2590
275 2920
300 3270

Eine mogliche Fragestellung:

Ermitteln Sie eine Kostenfunktion und
bestimmen die Produktionsmenge, ab der die
Kosten von einem degressiven (die Steigung
nimmt ab) zu einem progressiven (die Steigung
nimmt zu) Wachstum tGbergehen.

Aus der Abbildung links ist abzulesen, dass
man eine Funktion dritten Grades als Ansatz
wéhlen kann.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Die Schilerinnen und Schiler

(1) flhren Extremwertprobleme durch
Kombination mit Nebenbedingungen auf
Funktionen einer Variablen zurlick und I6sen
diese,

(2) nutzen die Eigenschaften

von ganzrationalen Funktionen,
Exponentialfunktionen,

der Sinusfunktion, der Kosinusfunktion, der
Potenzfunktionen, ,/x und %sowie

der Transformationen dieser Funktionen zur
Beantwortung von Fragestellungen,

(8) bestimmen Parameter einer Funktion
mithilfe von Bedingungen, die sich aus
dem Kontext ergeben,

& Edit Ansicht Art Calc (]

2 v st v |

| Kubische Reg. =

y=a+x>+b-x2 +c-x+d
a=1.4676e-4
b=-0.043684
c=7.6300533

Ausgabe) >

M Verknipf

Schliepen

3500+

300

_ 867-x3 273-x2  763-x

¥=2500000~ 6250 ' 100 14018
f(a, b, c,d, 25)=1180 "
f(a,b,c,d, 125)=1585 1

f(a,b,c,d, 225)=2180

f(a,b,c,d, 275)=2920|a,p, ¢
{a=1. 98E-4, b=-0. 06475, c=9
define f2(x)=1.98e-4%x"3-0,
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Regression wird durchgefihrt, indem die
ersten beiden Spalten markiert werden und:
Calc -> Regression -> kubische Regression
Fur die grafische Darstellung ist zu wéhlen.

Wenn man die Gleichung der
Regressionsfunktion in den Bereich main
Ubertragen mdchte, muss man den Grafen
markieren und: Edit -> Kopieren -> in den
Bereich main wechseln -> Einfligen

Die Gleichung kann im aktiven Fenster nicht
vollstandig dargestellt werden; deswegen
wurde das absolute Glied von Hand
hinzugefugt.

Um das Gleichungssystem Ubersichtlich zu
halten, sollte die allgemeine kubische Funktion
vorher definiert werden.

Die Loésungen fir die Koeffizienten sind den
Variablen noch nicht zugeordnet. Dies kann
mit dem Zuordnungspfeil 2 in der Math1
Tastatur gemacht werden. Dies macht aber
nur Sinn, wenn man mit den Koeffizienten
noch weiterarbeiten will. Einfacher ist es, diese
einfach mit markieren -> kopieren -> einfliigen
zu Ubertragen.

Auch wenn es nicht im Plan steht, bietet sich
hier eine kubische Regression an. Im GK
kdénnte man das als Black Box verstehen,;
wéhrend es im LK doch mdglich sein sollte
zumindest das Prinzip, wie Regressionen
(immerhin handelt es sich ja dabei auch um die
Lésung eines Extremwertproblems) berechnet
werden, zu diskutieren.

Fir den GK kann man auch 4 Daten auswahlen
und damit eine Funktionsgleichung bestimmen
(s. unten)

Fuar die Durchfihrung der Berechnung ist es
erforderlich, von einer allgemeinen Funktion 3.
Grades auszugehen:

fx)=a-x3+b-x2+c-x+d
Dies ist eine Funktion der Art f(a,b,c,d,x)
Far die weitere Berechnung ist

g(a,b,c,d) =Yi3,(f(a,b,cd, x;) — y)?

zu bilden. Die Summation erfolgt tUber die 13
gegebenen Werte. Von der Funktion g sind die
partiellen Ableitungen nach a, b, cund d zu
bilden und gleich null zu setzen. Man erhalt

ein Gleichungssystem von 4 Gleichungen mit
den 4 Unbekannten. Die Losung ergibt die
Koeffizienten fir die Regression. Da die Terme
sehr lang sind, sind die Berechnungen mit dem
ClassPad im Anhang zu finden.

Fdr den GK kann man auch 4 Daten auswahlen
und damit Gber ein Gleichungssystem eine
Funktionsgleichung bestimmen (s. unten).
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Die Schilerinnen und Schiler

(2) nutzen die Eigenschaften

von ganzrationalen Funktionen,
Exponentialfunktionen,

der Sinusfunktion, der Kosinusfunktion, der

. 1 .
Potenzfunktionen «* und —— sowie
der Transformationen dieser Funktionen zur
Beantwortung von Fragestellungen,

(8) bestimmen Parameter einer Funktion
mithilfe von Bedingungen, die sich aus
dem Kontext ergeben,

& Edit Zoom Analyse ¢

x]
40

L KUV (=5 500 Py 16

Blatt1 [Blatt2 [Blatt3 [Blatt4 [Blatt5 |
Wya= 367x3 _273x2 || O3
2500000 6250 .
M v42=f2(x) ]
[Jy43:0
[Jy44:0
" ]y45:0
[y46:0 Ed
(A]
|« >
............. [V e
(B[
360° Reell (m
& Edit Zoom Analyse ¢ (]
Ll BV 155 (0] Py ) fata I >
Blatt1 Blatt2 Blatt3 |Blattd [Blatt5 |
ZoUUuvuu bZou l_' u
M y42=f2(x) l—l.
_ xt43=0
v [ —
yt43=1000
xt44=25
yt44=1180 =
nxt45=50 r_lﬂ
II' L]
< >
A
[¥]
| By | G
360° Reell ]
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die erste Funktionsgleichung wurde einfach mit
markieren -> kopieren -> einfligen Ubertragen.
Die 2. Funktion wurde ja im main definiert.

Far die Darstellung bietet sich der Geometrie
Bereich nicht an, da sich die Achsen nur im
gleichen Verhaltnis anpassen lassen.

Im Bereich Grafik & Tabelle lassen sich Punkte
zeichnen, wenn man bei y=: xt= wéhlt. Damit
die Punkte in der gleichen Farbe gezeichnet
werden, klickt man die Darstellung an und wahlt
die Farbe und die Stérke aus.

Die Abbildung links zeigt, dass zwischen den
beiden Funktionen in der Darstellung kaum ein
Unterschied existiert.

Wenn keine Regression durchgefihrt

wurde, hat man ja nur den Vergleich. zu

den gegebenen Daten. Von daher ist es
sinnvoll fir eine abschlieBende Diskussion
die Datenpunkte und den Grafen der
gefundenen Funktion in einem gemeinsamen
Koordinatensystem darzustellen.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Die Schilerinnen und Schiler

(20) 16sen innermathematische und
anwendungsbezogene Problemstellungen
mithilfe von ganzrationalen Funktionen, der
natlrlichen Exponentialfunktion und
daraus zusammengesetzten Funktionen.

367-x3 273-x2+763"
dx2 2500000 6250 ' 100
1101-x—109200

1250000

Solve( 1101-x-109200 _ X]

1250000

{x=99. 18256131}

yB1=367-x"3/24{A}000-273-x" 246

>

*1(99.183,1488.3)

Wendepunkt
[P 3,182551 | ¥]yc=1488. 3Q.42 .
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die 2. Ableitung I&sst sich direkt berechnen.
Interaktiv -> Berechnungen -> diff
Als Ordnung ist dann nattrlich 2 zu wahlen

Alternativ lasst sich der Wendepunkt auch im
Bereich Grafik bestimmen.

Der MenUpunkt Analyse bietet dies.

Dies ist nur mdglich, wenn nur ein Graf
dargestellt ist.

Es bleibt, die Produktionsmenge zu
bestimmen, ab der die Kosten von einem
degressiven (die Steigung nimmt ab) zu
einem progressiven (die Steigung nimmt zu)
Wachstum tUbergehen, zu bestimmen.

Dazu ist der Wendepunkt der kubischen
Funktion zu bestimmen.

Da man mit Naherungswerten gerechnet
hat, sollte man das Ergebnis unbedingt mit
den Schilerinnen und Schulern diskutieren.
Vergleicht man das Ergebnis mit den
Tabellenwerten, wirde man die gesuchte
Produktionsmenge eher im Bereich von 125
vermuten.
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Die Funktion f(x)=eX

Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Die Schilerinnen und Schiler

(9) beschreiben die Eigenschaften von
Exponentialfunktionen der Form a* und
erlautern die Besonderheit der natdrlichen
Exponentialfunktion (f= f‘)

# Edit Zoom Analyse

3
Ol BV ) ) kel s fy_rE

Blatt1 [Blatt2 Blatt3 [Blatt4 Blatt5 |
Clvl=x44a.x34+bex24cox+1 [‘—"IE
My2=x+1 p—
my3=a.‘( |
[va:0
[ ly5:0
[]v6:0 v
[A]
| < i i e >l
[¥]
IR
2n  Reell T
1
n_
solve| 2 1 1=1.r:l
n

(g
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Um diejenige Funktion zu finden, deren
Ableitung an der Stelle x = 0 den Wert 1

hat wird die Gerade y2 und die allgemeine
Exponentialfunktion eingegeben. Mit Hilfe des
Schiebereglers Iasst sich die Basis verandern.

Auch hier sollte vorher im Variablenmanager

Uberpruft werden, ob die Variablen belegt sind.

Bzgl. der Exponentialfunktion:
Fudr die Herleitung der Ableitung ist der
Differenzenquotient zu betrachten:

ax+h — a*

a®—1

lim =a*lim
h—0 h h—0

Daraus folgt fur alle Exponentialfunktionen:
fx)~f(x)
Das heiBt, man muss sich nur noch fiir den
Grenzwert an der Stelle x=0 interessieren.
Gleichheit von Funktion und Ableitung ergibt
sich, wenn der Grenzwert an der Stelle x =0
den Wert 1 hat.
Gesucht ist die Basis a, fur die gilt:
a1
h 1 1 .
=> ant1+£ => at(1+£)

~1=>a"~h+1

1
1shn
n

Bevor es an die Auswertung der obigen

Folge geht, haben die Schilerinnen und
Schuler die Méglichkeit, mit Variation des
Schiebereglers (s. Abb. links) einen eher
groben N&herungswert zu finden. Durch die
Variation wird fur die Schulerinnen und Schiiler
deutlich, dass es den gesuchten Wert a gibt.
Es ist jeweils zu entscheiden, ob die
Umformung mit dem ClassPad oder handisch
durchgeflihrt wird.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Die Schilerinnen und Schiler

(9) beschreiben die Eigenschaften von
Exponentialfunktionen der Form aX und
erlautern die Besonderheit der natirlichen
Exponentialfunktion (f= )

& Edit Zoom Analyse ¢ (x]

b KU =B ) ey 12 I.

Blatt1 [Blatt2 Blatt3 Blatt4 |Blatt5|
(yl=x44a.x3 +bex 24cox+1 ‘—IE
o 2.3 3
E y3=a1(
[y4:0
[My5:0
[Jv6:0 u
Y q|
v]
| LIE)

2n Reell C

£ Edit Aktion Interaktiv

"3 | b | JRa] sime |20 { v (] v

im ((1+2)")

& Edit Aktion Interaktiv

B3 | br |1 Sime [ 22 | v | 4| v

n
i ([1+l] ]
n>00 n
2.718281828

(1+1/10000)"10000
2.718145927
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Indem man in dem Menupunkt . den
Darstellungsbereich deutlich verkleinert, l1&sst
sich der gesuchte Wert fir a ein wenig genauer
bestimmen.

Dazu sollte der Schieberegler ebenfalls auf
einen kleineren Bereich mit einer kleineren
Schrittweite eingestellt werden.

Eine dezimale Naherung fir e erhdlt man nach
der Markierung von e durch .

Es ist doch aufwendig, die Konvergenz der
obigen Folge zu zeigen. Durch die grafische
Anndherung kénnte man die Konvergenz
zumindest plausibel erscheinen lassen.

Wie die Abbildung links zeigt, ist der Grenzwert
fur die Folge einprogrammiert.

Fir eine dezimale Naherung ist die
Tabellenkalkulation nicht unbedingt hilfreich,
da die Konvergenz doch eher langsam
vonstattengeht (s. Abb. links)
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Ein Extremwertproblem

Bezug zum Lehrplan Screenshot

Die Schilerinnen und Schiler - : : =
& Datei Edit Ansicht Zeichnen

(1) filhren Extremwertprobleme durch xxyv|v|[10,6] m <
Kombination mit Nebenbedingungen auf \
Funktionen einer Variablen zurlick und 16sen
diese

(2) nutzen die Eigenschaften
von ganzrationalen Funktionen,
Exponentialfunktionen,

der Sinusfunktion, der Kosinusfunktion, der D C
Potenzfunktionen, /x und % sowie v
der Transformationen dieser Funktionen zur
Beantwortung von Fragestellungen,

(8) bestimmen Parameter einer Funktion
mithilfe von Bedingungen, die sich aus
dem Kontext ergeben,

Zu (2) und (3):

Zur Lésung des Problems werden
Wourzelfunktionen von ganzrationalen
Funktionen bendtigt, die sich aus diesen aber
mit Hilfe des Satzes von Pythagoras relativ
einfach ergeben.

< >
zc=14. 66037
Xc=5 [¥lyc=3, 0833333
z41=y+(x~2+(y-6)~2)~(1 | B | B
2n Reell {1T]|
DE: 4.83 b C
CE: 7.82
EF: 2.28
Summe=14.96
A F E
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Punkte A, B, C und D werden zunachst
beliebig eingetragen. Wenn der jeweilige Punkt
markiert wird, werden seine Koordinaten im
Messfenster angezeigt. Dort lassen sie sich
dann entsprechend verédndern (z. B. Punkt C
auf [10,6] s. Abb. links).

Entsprechend lassen sich die Punkte A [0,0], B
[10,0] und D [0,6] setzen.

Die Strecken AB, BC usw. sind eigentlich nicht
erforderlich.

In der 3D-Grafik ist der Graf der
2-dimensionalen Funktion darstellbar. Dazu ist
die Art |42 und der Bereich fiir die Darstellung
5] vorher einzustellen.

Fir den Bereich:
-1<x<11,-1<y<7,5<z<20

Das Kreuz wird durch Analyse -> Verfolgen
erzeugt. Mit dem Cursor lasst dieses auf der
Flache bewegen.

Der Punkt E wird beliebig in das Rechteck
gesetzt. Von E wird eine Senkrechte zu

AB konstruiert und der Schnittpunkt F
gesetzt. Die Strecken EF, EC und ED werden
gezeichnet. Die Langen lassen sich im
Messfenster angeben und durch Markieren
in den Zeichenbereich ziehen. Die Summe
der drei Strecken lasst sich Uber Zeichnen
-> Formelterm bilden (@1+@2+@3). Die
einzelnen GroBen werden vorher entsprechend
gekennzeichnet. Wenn man nun den Punkt
E markiert und an ihm zieht, andern sich die
Werte automatisch.

Extremwertproblem: Abwasser

Zwei Orte, die 10 km voneinander entfernt
liegen, sollen an eine zentrale Abwasserleitung
angeschlossen werden. Diese verlauft in 6 km
Entfernung parallel zur Verbindungslinie der
beiden Orte. Aus Kostengrlinden ist nur ein
einziger Anschluss an diese zentrale Leitung
maoglich.

Um sich einen Uberblick zu verschaffen,

ist es hilfreich, zun&chst eine Zeichnung
anzufertigen. (s. Abb. unten und links)

10 km

Abwasserleitung

Abb. Darstellung der Situation

Funktion, die den Abstand beschreibt:

fy) =y +x*+ (1 —6)°
+J/(x =102 + (y —6)2

Die Funktion ist von zwei Variablen abhéngig
und direkt ist eine Nebenbedingung nicht
erkennbar.

Durch die 3D Darstellung hétten die
Schulerinnen und Schiiler die Méglichkeit, das
Minimum durch Probieren zu finden. Das ist
kein Beweis. Zumindest wird aber deutlich,
dass es ein Minimum geben muss.

Fir ein konkreteres Vorgehen sollten die
Schulerinnen und Schiler die Situation in die
DGS des ClassPad Ubertragen und ein wenig
probieren (s. Abb. links).

Die Schilerinnen und Schiler finden so
heraus, dass der Punkt E bezuglich der
x-Koordinate in der Mitte liegen muss; bzgl.
der y-Koordinate stimmt dies nicht.

Daraus ergibt sich eine Vereinfachung von f zu:

FO) =y + B G- 0P
+(5-10)2 + (v — 6)2
fFO) =vy+2J25+ (y — 6)2

32




Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Die Schilerinnen und Schiler

(1) flhren Extremwertprobleme durch
Kombination mit Nebenbedingungen auf
Funktionen einer Variablen zurlick und I6sen
diese

(2) nutzen die Eigenschaften

von ganzrationalen Funktionen,
Exponentialfunktionen,

der Sinusfunktion, der Kosinusfunktion, der
Potenzfunktionen, sowie

der Transformationen /x und % dieser
Funktionen zur Beantwortung von
Fragestellungen,

(8) bestimmen Parameter einer Funktion
mithilfe von Bedingungen, die sich aus
dem Kontext ergeben,

Zu (2) und (3):

Zur Lésung des Problems werden
Waurzelfunktionen von ganzrationalen
Funktionen bendtigt, die sich aus diesen aber
mit Hilfe des Satzes von Pythagoras relativ
einfach ergeben.

& Edit Aktion Interaktiv

%S 1| b [ {E | simp | T | v [ - vn:

mal:

'snnpley (v+vV 25+(y-6)" +\f_\i]u
y+2Vy —12°y+6
di (y+2+vy2-12.y+61

2ey+y y2—12+y+61—
Vy2-12.y+61

[ vy y2—12y+61 -
Vy2-12-y+61

b==5%

3.113248654

£ Edit Zoom Analyse ¢

]
Vi | A | e | e | Dl | B b_]'E

[Blatt1 |Blatt2 Blatt3 |Blatt4 Blatt5 | l

M y21=y42.yx2-12.x+61 —_
[y22:0
[Jy23:0
[]y24:0
[y25:0
[]y26:0 g

v2l=x+2 (x~2-1AKk+61)"
-_ Tastmssanes AT

7 (3.1132,14.66)

< >

Minimum
c-:}—l*i—3%48‘6~[z}yc =1-4-660254—
[EBp [
2n Reell {m
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Mit simplify lassen sich in der Regel Terme
vereinfachen. Das wére hier fir die weitere
Rechnung nicht erforderlich, schafft aber
natiirlich einen besseren Uberblick.

Im Menupunkt Grafik und Tabelle lassen sich
Minima auch direkt bestimmen. Man findet das
Werkzeug im Unterpunkt Analyse.

Nachdem die Funktion nur noch von einer
Variablen abhangig ist, l&sst sich das Ubliche
Verfahren anwenden.

Auch hier ist die Entscheidung zu treffen, ob
die Schulerinnen und Schuler die Berechnung
héandisch durchfiihren oder dem ClassPad
Uberlassen. Bei handischer Durchfiihrung kann
das CAS zur Uberpriifung genutzt werden.

Wenn man den Funktionsgrafen betrachtet,
erkennt man, dass der Verlauf im Bereich des
Minimums eher flach ist. Das heiBt, kleine
Abweichungen fuhren nicht zu einer gréBeren
Verlangerung der gesamten Strecke.

Der y-Wert fur E erscheint zundchst etwas
merkwdrdig zu sein. Wenn man hingegen die
sich um den Punkt E ergebenden Winkel misst,
so erkennt man, dass alle drei die GroBe 120°
haben. Ein Hinweis bildet dabei schon der
exakte y-Wert fir den Punkt E. Daraus folgt,
dass die beiden Katheten in dem Dreieck
EEXE, die Langen 5 und 53_45 haben.

Die Punkte Ey und Ey sind dabei die
Schnittpunkte der Parallelen zu den
Koordinatenachsen mit diesen. Bildet man den
Arkustangens, so erhalt man das WinkelmaB
60°; insgesamt also einen Winkel der GroBe
120°. Dieses WinkelmaB findet man auch bei
den Waben der Bienen.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Die Schilerinnen und Schiler

(1) flhren Extremwertprobleme durch
Kombination mit Nebenbedingungen auf
Funktionen einer Variablen zurlick und I6sen
diese

(2) nutzen die Eigenschaften

von ganzrationalen Funktionen,
Exponentialfunktionen,

der Sinusfunktion, der Kosinusfunktion, der
Potenzfunktionen, /x und % sowie

der Transformationen dieser Funktionen zur
Beantwortung von Fragestellungen,

(3) bestimmen Parameter einer Funktion
mithilfe von Bedingungen, die sich aus
dem Kontext ergeben,

Zu (2) und (3):

Zur Lésung des Problems werden
Waurzelfunktionen von ganzrationalen
Funktionen bendtigt, die sich aus diesen aber
mit Hilfe des Satzes von Pythagoras relativ
einfach ergeben.

{& Edit Aktion Interaktiv

%l “|I~|“:||§1mp Jax, | v
' 2
£l () v
—|v+2- /| 5| +(b—
e g 5 (b-y)

Aoy=4-b+ 4y 2+a%+4-b2=8 ey
Vay24a244.52-8.bey

%L]'[

NPT TR e U g
solve[z; y=tebtf 4y 24a24a-b
v 4-y2+a2+4-b2-8.| |
{y=_‘/§'a+b,y=‘j§'a+b}
6 3

tan™ ‘/_al(aIZ))

30
0

Algeb  Standard Reell 360° am

sl 1.88
2 2,99 D, <

sl452=4. 50

ix(\(b2+x2+\/(a—x) 24p2 )

\fx +b2-2-a-x+x-v{x +b
\/(x +a +b2—2*a~x)-(x
JM")r:2+az+b2—2-a-x+)~:-1

v"(x2+a2+b2—2°a'

i

solve
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Aus Griinden der Ubersicht wurde die Funktion
unter der Bedingung x =3 entsprechend
vereinfacht.

Die Punkte A, B, C und D werden so gesetzt,
dass sie ein Rechteck bilden. Der Punkt E wird
auf die Strecke AB gesetzt und ist dadurch nur
noch auf dieser verschiebbar. Im Messfenster
kénnen durch markieren der jeweiligen
Endpunkte die Streckenldngen gemessen, im
Messfenster markiert und in das aktive Fenster
gezogen werden.

Die Summe I&sst sich berechnen durch:
Zeichnen -> Formelterm (@1+@2). Die
vorgegebene Beschriftung lasst sich andern,
indem das jeweilige Objekt markiert wird

XXV

und im Messfenster das untere Symbol gewahlt
wird.

Wenn dieses so gilt, musste sich ein Winkel
von 120° unabhangig von der Lénge der
Punkte A und B und des Abstandes der
Strecke AB von der Geraden ergeben. Wenn
man die partiellen Ableitungen bildet und
diese gleich 0 setzt, kann der ClassPad

das sich daraus ergebende allgemeine
Gleichungssystem nicht I6sen. Unter der
Symmetrieannahme bzgl. der x-Richtung zeigt
sich, dass sich ein Winkel von 120° (zu dem
errechneten Winkel (s. Abb. links) sind noch
90° hinzuzuaddieren.) ergibt.

Es bleibt, die Annahme hinsichtlich der
Symmetrie zu begriinden. Dazu lasst sich
die Situation, wie in der Abbildung links
dargestellt, vereinfachen. Die Symmetrie lasst
sich jetzt geometrisch oder mit Mitteln der
Analysis begrtinden.

Dazu sind die Punkte A [0,0], B[a,0], C[a,b]
und DI[0,b] gewahlt. Der Punkt E[x,0] liegt
auf der Strecke AB. Zu minimieren ist jetzt
die Summe der Strecken s;=ED und s,=EC.
Geometrisch lasst sich mit der Spiegelachse,
die senkrecht zu AB durch den Punkt E verlauft
argumentieren.

Besonders im Grundkurs kénnte es fir die
Schiilerinnen und Schiler hilfreich sein,
wenn sie zunéchst in der DGS den Punkt E
verschieben und beobachten, wie sich die
Summe der Streckenlédngen verandert.

Im Rahmen der Analysis wird die Funktion
der Summe der beiden Streckenldngen
aufgestellt, die Ableitung gebildet und das
Minimum bestimmt. Dass es sich um ein
Minimum handelt, ergibt sich direkt aus dem
Sachzusammenhang
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— Optimierung bei der Sterilisation von

Lebensmitteln
Bezug zum Lehrplan Screenshot
Die Schilerinnen und Schiler S 5 Zoon Talee & X

(1) fGhren Extremwertprobleme durch
Kombination mit Nebenbedingungen auf
Funktionen einer Variablen zuriick und I6sen
diese

Es macht sicher Sinn, auch Beispiele zu
behandeln, wo sich die Hauptbedingung nicht
auf eine Funktion einer Variablen zurlckflhren
lasst. Der Einsatz des ClassPad tragt aber
trotzdem zur Klérung bei.

(2) nutzen die Eigenschaften

von ganzrationalen Funktionen,
Exponentialfunktionen,

der Sinusfunktion, der Kosinusfunktion, der
Potenzfunktionen, /x und % sowie

der Transformationen dieser Funktionen zur
Beantwortung von Fragestellungen,

ENDERENEG

|Blatt1 [Blatt2 |Blatt3 |Blattd Blatt5 |
B v41=f(380, x)
M v42=g(380, x)
M v43=f (390, x)
M v44=g(390, x)

[y45:0
[Jy4e6:0
v47:0
— ——————y m
Iii\g >l
v]
LIEY
360° Reell 40|

& Edit Aktion Interaktiv

[“ﬂ% e I}gi]ISinmIIi"yl v I—L&

SF
define f(T,t)=e—(5.7190*10’7
done

>
define g(T, t)=9_(2' U4BS*]0|:
done

solvelg(T, t)=10"7,t)

-1
[t_ £35782T [
292400000000000000000

M
29240000001
done

define Zeit(T)= I
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Funktionen wurden im main Bereich als
f(T,t) bzw. g(T,t) definiert.

Define f(T)t) = ...

Define g(T;t) = ...

s. auch Abb. links unten

Fir den Bereich wurde gewahlt:
-1<x<1000 und -0,1<y<1,1

Optimierung bei der Sterilisation von
Lebensmitteln

Um Lebensmittel haltbar zu machen,

ist es erforderlich, dass diese erhitzt
werden, um die Mikroorganismen

auf das 1077-fache zu reduzieren und
gleichzeitig méglichst viele Nahrstoffe

zu erhalten. Der temperaturresitenteste
Mikroorganismus in einer Fleischkonserve ist
das Bakterium Clostridium Botulinum, der
temperaturanfélligste Nahrstoff, der erhalten
bleiben soll, ist das Vitamin Thiamin (Vitamin
B1).

Sie zerfallen gemaB der folgenden
Funktionen:

\ _ —
£.(t)=a,- o~.719010%e T )

; i
g'['(t):bo .e_(~=04‘53-ll}“.e }.[

ap und by geben jeweils die Ausgangsmassen
an. T gibt die Temperatur in K und t die Zeit
in s an. Das Problem besteht nun darin,

eine optimale Temperatur und Zeit flr die
Sterilisation zu finden. Fir die Lésung ist

es hilfreich, sich zunéchst einen Uberblick

zu verschaffen. Dazu definiert man obige
Funktionen, setzt aj = by = 1 und wahlt zum
Beispiel flr die Temperatur T=380 K bzw.
T=390 K. (s. Abb. links)

Die Grafen zeigen, dass das Bakterium
schneller zerféllt als das Vitamin.

Um sich einen Uberblick zu verschaffen, wird
die Zeit t in Abhangigkeit von der Temperatur
T unter der Bedingung der geforderten
Reduzierung der Bakterien als Funktion
bestimmt.

1Die Gleichungen wurden aus Kiehl (Kiehl, M. 2010: Mathematisches Modellieren fir die
Sekundarstufe Il S. 64, Cornelsen SCRIPTOR, Berlin) entnommen.
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Die Umkehrfunktion

Bezug zum Lehrplan Screenshot
Die Schilerinnen und Schler o Datei Edit Grafik Calc
Sl B |A2 =]y v || T
(1) filhren Extremwertprobleme durch [ "”I l l_l [H“ﬂhl l% I = h
Kombination mit Nebenbedingungen auf —t A : IZ : ? WZ : ? - D
Funktionen einer Variablen riick und I8sen emp. /.. Zeit/s Zeit/min Vitain
df’ lonen einer Variablen zurtick und 16se 2 3806341.72105. 6950. 69798
iese 3 381/4952. 70 82. 5450(0. 73394
_ _ o 4 382/3872. 93 64.5488(0. 76620
Es macht sicher Sinn, auch Beispiele zu 5 383/3032. 46/50.5410/0. 79496
behandeln, wo sich die Hauptbedingung nicht 6 384/2377. 4039. 6234/0. 82048
auf eine Funktion einer Variablen zuriickfiihren 7 385/1866.2131.1035/0.84303
|asst. Der Einsatz des ClassPad tragt aber g ggg }fgg' ;; fg' ggsg g' ggggi
trotzdem zur Kldrung bei. 10 388/909. 463 15. 1577 0. 89562
o 11 389/717.45811.9576/0. 90899
(2) nutzen die Eigenschaften 12 390/566. 678/9. 44463(0. 92067
von ganzrationalen Funktionen, 13 391 448.1267. 46876(0. 93086
Exponentialfunktionen, 14 392/354.8005.913330. 93974
der Sinusfunktion, der Kosinusfunktion, der ig ggi 33; 23‘1“3‘ 33;3‘1’ g- gg:g
Potenzfunktionen, Jx und 1/x sowie 17 395177. 3442 955730. 96007
der Transformationen dieser Funktionen zur 18 296141, 072 0.96517
Beantwortung von Fragestellungen 19 397/112. 348 0.96961
20 398 89.5753 0.97347
21 39971. 4996 0.97683
Nur GK: & Edit Zoom Analyse (%]
Die Schilerinnen und Schiler = T
7S [ BB EE B EE [
(4) erlautern den Begriff der Umkehrfunktion Blatt1 |Blatt2 Blatt3 |Blatt4 [Blatt5 |
am Beispiel der Wurzelfunktion unter =
.. . . xtl=t
Berucksichtigung des Graphen sowie des i
Definitions- und des Wertebereichs ytl=¢2
xt2=¢2
i s
yt2=t
xt3:0
— yt3:0
LA
- >
A4
EAES
360° Reell i
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Werte in Spalte A sind willkdrlich
vorgegeben. Die zweite Spalte ergibt sich aus
der oben definierten Funktion Zeit(T) durch
Bezug auf die Spalte A. Die Spalte C dient zur
besseren Einschatzung des Zeitbedarfs. Die
Spalte D erhélt man mit der Funktion f und der
Bezugnahme auf die Spalten A und B.

Im Bereich Grafik & Tabelle 1asst unter dem
Menupunkt Typ der Parametertyp einstellen.
Die x- und y-Koordinaten werden dann in
Abhéangigkeit von t dargestellt. Unter [5] ist

zu beachten, dass auch fir die Variable t ein
Bereich einzustellen ist. Da der Parametertyp
vor allem fur trigonometrische Funktionen
gedacht ist, bezieht sich die Voreinstellung

fur t auf Winkel. 0°<t < 360° bzw. 0 <t < 2T
Sinnvoll ist, vorher in den Grundeinstellungen
das WinkelmaB auf das BogenmaB einzustellen.
Fir den Bereich von t eignet sichz. B.-10 <t <
10 mit einer Schrittweite von 0,1

Mit Hilfe der Tabellenkalkulation lasst sich

am einfachsten ein Uberblick verschaffen.
Relevante Temperaturen beginnen bei 380 K.
Fur die Klarung sind jetzt auBermathematische
Kriterien, wie die Frage nach der maximal
mdglichen Temperatur, der Mindestdauer
usw., bedeutsam. Besonders fir die
Zeitvorgabe muss die GroBe des GeféaBes

und damit verbunden die Geschwindigkeit

der Temperaturlibertragung berlcksichtigt
werden, denn es wird kaum madglich sein, dass
beim Erhitzen die Temperatur in der gesamten
Menge stets gleich ist. Allerdings wird aus der
Abbildung 3 deutlich, dass der Vitamin-Gehalt
mit steigender Temperatur und gleichzeitiger
Verringerung der Dauer der Sterilisation steigt.

Umkehrfunktionen

Die Gleichungen fur Umkehrfunktionen lassen
sich in der Regel nicht bestimmen. Aber

mit Hilfe eines Funktionsplotters sind die
Grafen immer darstellbar. Man kann dazu die
Parameterdarstellung wahlen, die eigentlich

ja fur die trigonometrischen Funktionen
vorgesehen ist.

Far die Schilerinnen und Schiler wird dadurch
deutlich, dass das Bilden einer Umkehrfunktion
bedeutet, x und y zu tauschen.

Damit es sich bei der Umkehrfunktion um

eine Funktion handelt, ist der Bereich fiir die
Variable t entsprechend einzuschranken.
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Bezug zum Lehrplan Screenshot

Nur LK: & Datei Edit Ansicht Zeichnen

Die Schilerinnen und Schiler ﬂ

(12) untersuchen ausgewahlte Funktionen,

insbesondere die natiirliche Exponential- und A: (0.65,1. 92|)
Logarithmusfunktion, auf Umkehrbarkeit und B: (1.92,0. 65)
ermitteln in einfachen Féllen St.e: 1.92 T
einen Funktionsterm der Umkehrfunktion St.ln: 0.52
unter Berlcksichtigung von Definitions- und

Wertebereich,

/
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Es werden die Funktionsgrafen von eX und

In (x) im Geometrie MenU gezeichnet. Da

die Winkelhalbierende als Konstruktionshilfe
genutzt wird, kann diese nicht als Funktionsgraf
von f(x) = x sondern muss als Gerade durch

2 Punkte, die auf der Symmetrieachse liegen,
gezeichnet werden. Die Tangente an den
Grafen der e-Funktion erhalt man durch:
Zeichnen -> Konstruiere -> Tangente an Kurve

Der Punkt A wird dadurch automatisch gesetzt
und ist an den Funktionsgrafen gebunden. Der
Punkt B wird konstruiert, indem der Punkt A
und die Winkelhalbierende markiert werden
und: Zeichnen -> Konstruiere -> Senkrechte

Der Befehl Tangente an Kurve erzeugt
automatisch einen neuen Punkt und I&sst

sich daher nicht auf einen gegebenen

Punkt anwenden. Aus Symmetriegriinden
mussen die Tangenten am Punkt A und an

B einen gemeinsamen Schnittpunkt mit der
Winkelhalbierenden haben. So lasst sich die
Tangente als Gerade durch die Punkte B und H
konstruieren.

Die Darstellung der Werte im Fenster mit der
Konstruktion erhalt man auf folgende Art:

Zum Beispiel:

Markierung von A -> Darstellung im
Messbereich -> Herunterziehen mit dem Stift
Die Bezeichnung lasst sich im Messbereich
entsprechend andern.

Mit den anderen Objekten wird ebenso
verfahren.

Durch die Darstellung im Konstruktionsbereich
werden die Verdnderungen unmittelbar deutlich.
Mit dem Befehl Formelterm hatte man noch
zusatzlich zeigen kénnen, dass das Produkt
von St.e und St.In immer den Wert 1 ergibt.

Die Ableitung fur die Funktion f(x) = In (x) wird
mit Hilfe der Kettenregel hergeleitet. Dabei
ist es fur die Schilerinnen und Schiiler in

der Regel schwierig zu verstehen, dass sich
die eine Ableitung auf den Punkt P (a,b) und
die andere auf den Punkt P (b,a) bezieht.
Dieses wird durch die Dynamik der DGS
erleichtert. Des Weiteren ergibt sich, dass
das Produkt der Ableitungen den Wert 1 hat.
Dies ist kein Beweis, aber ein Hinweis, der zur
Unterstltzung des Beweises dient.
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Integralrechnung

Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte

Integralrechnung: Produktsumme, orientierte
Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion,
Stammfunktion, bestimmtes Integral,
Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Die Schilerinnen und Schiler

(11) interpretieren Produktsummen im
Sachkontext als Rekonstruktion des
Gesamtbestandes oder Gesamteffektes einer
Grofe,

(12) deuten die Inhalte von orientierten Fldchen
im Kontext der Fragestellung,

(18) skizzieren zum Graphen einer gegebenen
Randfunktion den Graphen der zugehoérigen
Flacheninhaltsfunktion,

(14) erlautern und vollziehen an geeigneten
Beispielen den Ubergang von der
Produktsumme zum Integral auf der Grundlage
eines propadeutischen Grenzwertbegriffs,

'define f(x)=x"2+x
done

3 n-1
define u(n):;x.ZO(f(ixsfn))
1=

done

I
define o(n)=2x 2. (£(i%3/m))

1=
done

0(1000)
13.5180045

u(1000)
13. 4820045

n u(n)  o(n)
10 11.745 15.345
100/13. 3205]13. 6805
1000/13. 4820[13. 5180
| 1000013.4982|13.5018
100000 13. 4998(13. 5002
1000000/13. 500013. 5000

1. 00E+713. 5000[13. 5000
'1.00E+813.5000[13. 5000
1. 00£+9/13. 5000[13.

EERRGREc,

o
o

|

-
-

£ Edit Aktion Interaktiv

aé.%[ll}jyﬁﬁjlﬁmp &fj vli-‘[J- v[

13. 4820045
lim (u(n))
n->eo
13.5
lim (o(n))
n->ec
13.5
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Unter- und Obersummen werden entsprechend
im Bereich main definiert.

Die fir die Summe erforderlichen Zeichen findet
man in der Tastatur math2.

Im main definierte Funktionen stehen auch

in der Tabellenkalkulation zur Verfligung. Die
Werte fir n finden sich in der ersten Spalte.
B2: =u(A2)

Die weiteren Werte ergeben sich durch:
markieren C2 -> kopieren -> markieren C3 bis
C10 -> einfiigen

Das Symbol flir den Grenzwert findet man in
der math2 Tastatur

Bei der Berechnung von bestimmten Integralen
geht es zunachst darum, Grenzwerte von
Unter- und Obersummen zu bestimmen. Wir
gehen dafiir von f(x) = x2 + x und dem Intervall
[0/3]aus. Das Intervall wird in = gleich lange
Teilintervalle aufgeteilt.

n—1
=23 r-d)
i=1

o) =23 Ft2)
i=1

Bevor die entsprechenden Grenzwerte
gebildet werden, ist es flr die Schilerinnen
und Schler einsichtiger, wenn zunéchst
konkrete Werte bestimmt werden. So lasst
sich der Anndherungsprozess von Unter- und
Obersumme anschaulicher darstellen.

Fiir eine bessere Ubersicht kann man in die
Tabellenkalkulation wechseln.

Der Grenzwert lasst sich direkt bestimmen.

Wir sind aber der Meinung, dass der Prozess
durch die Darstellung in der Tabellenkalkulation
flr die Schulerinnen und Schiiler verstandlicher
wird.

Auf der anderen Seite gibt es ein Verfahren,
wie sich die Grenzwerte bestimmen lassen.

Ein solches Verfahren liegt auch der benutzten
Software zu Grunde.

44



Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte

Integralrechnung: Produktsumme, orientierte
Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion,
Stammfunktion, bestimmtes Integral,
Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Die Schilerinnen und Schiler

(11) interpretieren Produktsummen im
Sachkontext als Rekonstruktion des
Gesamtbestandes oder Gesamteffektes einer
GroBe,

(12) deuten die Inhalte von orientierten Flachen
im Kontext der Fragestellung,

(18) skizzieren zum Graphen einer gegebenen
Randfunktion den Graphen der zugehoérigen
Flacheninhaltsfunktion,

(14) erlautern und vollziehen an geeigneten
Beispielen den Ubergang von der
Produktsumme zum Integral auf der Grundlage
eines propadeutischen Grenzwertbegriffs,

£ Zoom Analyse Calc ¢ (]

=] o [B e fwe]va [

list1 list2  ist3 [ 1Y
1 0 0| o.ollmgm
2 0.1 0.01| 0.04"™
3 0.2| 0.04| 0.09
4 0.3 0.09| 0.16
5 0.4 0.16| 0.25
b 0.5| 0.25| 0.36
Cal»
[ 1= 0
@ =1
-«
360° Auto

define f(x)=x"2
done

3 n-1
define u(n)==% 2 (f(i*3/n))
n =0
done
b &
define o(n)=—ﬁ* 2 (f(ikb/n))
i=1
0(1000)

667667-bS
2000000

0(1000000)

666667666667-b>
2000000000000

666667666667+b°
2000000000000

0.3333338333-b3

45




Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

In der Tabellenkalkulation sind die Listen (s.
Abb. links) erzeugt worden. Mit Hilfe der Export
Funktion in der TK lassen sich die Werte dann
in das Statistik Modul Ubertragen. Dazu sind
die jeweiligen Spalten zu markieren und dann
jeweils der entsprechende Name der Liste

(list1 usw.) einzugeben. Mit werden die
jeweiligen Grafiken eingestellt. Die folgende
Abb. bezieht sich auf die Obersummen

| stsraiceist. |
(1 12]304150617/8]8
Zeichn. ©Ein Aus
Typ: | Histogramm 2
X-List: Tist1 [v]
Haufigk: list3 |v]

Fdr die Untersummen wahlt man fir die
Einstellungen oben die 2 und gibt fir die
Haufigkeit list2 ein. Flr den Grafen von f(x)=x2
nimmt man bei 3 anstatt des Histogramms die
quadratische Regression. Mit erhalt man die
visuelle Darstellung.

Es sollen die Ober- und Untersummen fir die
Funktion f(x)=x2 im Intervall [0/1] dargestellt
werden.

Eine solche Darstellung I&sst sich leider nicht
direkt erzeugen. Von daher ist zu entscheiden,
ob dies mit dem ClassPad gemacht werden
soll. Hinzu kommt, dass fir das Zeichnen des
Funktionsgrafen die quadratische Regression
bendtigt wird.

Aus der Grafik kdnnen die Schilerinnen und
Schiler immerhin direkt den Unterschied
zwischen den beiden Summen erkennen.
Leider ist es auch nicht mdglich, die Anzahl
der Unterteilungen variabel zu gestalten. Dazu
musste ein Programm geschrieben werden,
wobei zu entscheiden ist, ob der Aufwand
angemessen ist.

Fir das Erkennen von Zusammenhéngen wird
eine einfache Funktion gewahlt. Die rechte
Intervallgrenze wird durch eine Variable ersetzt.
Die Schiulerinnen und Schiler haben so die
Mdoglichkeit, den Hauptsatz eigensténdig

zu entdecken. Wir empfehlen zunachst
verschiedene n auszuprobieren und nicht
unmittelbar den Grenzwert bestimmen zu
lassen.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte

Integralrechnung: Produktsumme, orientierte
Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion,
Stammfunktion, bestimmtes Integral,
Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Die Schilerinnen und Schiler

(11) interpretieren Produktsummen im
Sachkontext als Rekonstruktion des
Gesamtbestandes oder Gesamteffektes einer
GroBe,

(12) deuten die Inhalte von orientierten Flachen
im Kontext der Fragestellung,

(18) skizzieren zum Graphen einer gegebenen
Randfunktion den Graphen der zugehoérigen
Flacheninhaltsfunktion,

(14) erlautern und vollziehen an geeigneten
Beispielen den Ubergang von der
Produktsumme zum Integral auf der Grundlage
eines propadeutischen Grenzwertbegriffs,

lim (o(n))
n->00

b3

3

define o(n)-—* Z (f(ixb/n))

i=]
done
lim (o(n))
n-=oc
be(2:b2+3+b)
6
- - 2 *
expand[b (2 b6+3 b) ]
b3 b2
R

£ Edit Aktion Interaktiv

0.5 1 I |L],IIh:]Ir,1mpIIdx

define f(x)=x"2
done

n—-1
define u(a,b,n)=(bn;a)* 2 (

k=1
done
(b- a)* (a+f(k*(b-a)!n))
k=1
done
u(l,2,100)
1.31835
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Den Befehl fir die Grenzwertberechnung findet
man in der math2 Tastatur

Der ClassPad erzeugt nicht automatisch den
als Ubersichtlicher geltenden Term. So sind
die Befehle expand bzw. simplify auf den Term
anzuwenden

Da der gesamte Ausdruck in diesem Format
nicht darstellbar ist, wurde die rechte Seite
nochmals kopiert und darunter eingefligt.

Nachdem die Grenzwerte fir
Elementarfunktionen bestimmt sind, kdnnen
Schiulerinnen und Schuler dies auch auf
zusammengesetzte Funktionen Ubertragen.
Fiir einen besseren Uberblick wurde der
Zahler ausmultipliziert und der Bruch in zwei
Teilbriiche aufgeteilt.

Die Funktionen flr die Unter- bzw. Obersumme
lassen sich hinsichtlich des Intervalls
verallgemeinern.

Die Funktion fir die Obersumme lasst sich
entsprechend definieren.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Integralrechnung: Produktsumme, orientierte
Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion,
Stammfunktion, bestimmtes Integral,
Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Die Schilerinnen und Schiler

(12) deuten die Inhalte von orientierten Flachen
im Kontext der Fragestellung,

& Edit Aktion Interaktiv

.5

1 | & [T Sime [ F | v | 4| v

b
x"3-2dx
0
4
b
T—Z'b
b2
solve T—Z-b=0, b
{b=0,b=2}

Y2im

& Edit Zoom Analyse e

(x]

Blatt1 [Blatt2 Blatt3 |Blatt4 |Blatt5 |
My41=y3_9 l—ln

[Jv42:0 .
M yv43e{x3-2, 0}0¢x<1 .Et—l

[ |

M yaae{g, x3-2}1.299:
Tya5:0

[Jya6:0 (v

Ny |

2n Reell am

2
] Uabs(x“ 3-2)dx
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Lésung wird in 2 Schritten bestimmt.

Far die Darstellung links ist es erforderlich,
die Nullstelle zu kennen. Diese lasst sich auch
direkt ablesen:

Analyse -> Grafische Lésung -> Nullstelle

Die farbliche Darstellung Iasst sich Uber das
Menl Raute (oben ganz rechts neben Analyse)
einrichten. Die Farbe kann bei Stil gewahlt
werden.

Schattierung
| Stil f——]|
Untere Fkt x*3-2
Obere Fkt 0
X min :0
X max 27(1/3)
0K Abbrechen

Der Betrag kann auch durch das entsprechende
Symbol in der Math1 Tastatur (3. Zeile ganz
links) angegeben werden.

Diskutiert wird die Gleichung:

b
fxa—zdx=0
0

Die L6sung b=0 ist die triviale Losung. Fur
Schulerinnen und Schiiler mag es erstaunlich
sein, dass der Wert des Integrals im Intervall
[0,2] den Wert O hat.

Der Schnittpunkt mit der x-Achse hat die
Koordinaten ¢(3/2, 0)

Der Wert 0 kommt dadurch zustande, dass
die ,rote” und die ,blaue® Flache den gleichen
Inhalt haben.

Will man den tatsachlichen Flacheninhalt
bestimmen, so ist die Betragsfunktion zu
betrachten. Die Wirkung des Betrags ist, dass
der Teil des Grafen, der unterhalb der x-Achse
verlauft, an dieser gespiegelt wird.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte

Integralrechnung: Produktsumme, orientierte
Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion,
Stammfunktion, bestimmtes Integral,
Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Die Schilerinnen und Schiler

(11) interpretieren Produktsummen im
Sachkontext als Rekonstruktion des
Gesamtbestandes oder Gesamteffektes einer
GroBe,

(12) deuten die Inhalte von orientierten Flachen
im Kontext der Fragestellung,

(18) skizzieren zum Graphen einer gegebenen
Randfunktion den Graphen der zugehoérigen
Flacheninhaltsfunktion,

(14) erlautern und vollziehen an geeigneten
Beispielen den Ubergang von der
Produktsumme zum Integral auf der Grundlage
eines propadeutischen Grenzwertbegriffs,

€ Edit Aktion Interaktiv

D&; e {:{:;] Simp L“_} v L\{r'- v

0
[ 2+x3-3exdx =
0

x3-3.x2
2
4 2
X *=3+x
T
4_q..2
xt=32 g

Ad

Algeb  Standard Reell 360°

£ Datei Edit Ansicht Zeichnen

va

&[]

\;//

E
StGeradeC: -1. QD
StGeradeD: —1.00
StGeradeE: —1.00 B

(m
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Das CAS des ClassPads kann natirlich
Stammfunktionen bestimmen, so sie
bestimmbar sind.

Interaktiv -> Berechnungen -> l

Es ist dann zu entscheiden, ob eine
Stammfunktion oder ein bestimmtes Integral
berechnet werden soll.

Im Bereich main wird das Fenster durch die
Wahl von automatisch geteilt

Die Terme kdénnen dann einfach markiert und in
das untere Fenster gezogen werden.

Im Geometrie Modul lassen sich die Grafen der
obigen Funktionen zeichnen.

Die Punkte A und B sind so gewahlt, dass die
x-Koordinate = 1 gewéhlt ist. Die Punkte kann
man zundchst beliebig setzen, um dann die
Koordinaten im Messfenster zu korrigieren.
Durch diese Punkte legen wir eine Gerade.

Die Schnittpunkte dieser Geraden mit den
Funktionsgrafen werden nicht durch Setzen
eines Punktes konstruiert.

Die Tangenten werden durch: Zeichnen ->
Konstruiere -> Tangente an Kurve erzeugt.

Wie schon erwéhnt, wird der Punkt dabei
automatisch erzeugt. Er I&sst sich aber
verschieben, nachdem er zuvor markiert wurde.
Im Messfenster l&dsst sich beobachten, wann
die x-Koordinate den Wert 1 hat.

Durch Markieren der jeweiligen Tangente

kann im Messfenster die Steigung angezeigt
werden. Mit Hilfe des Stiftes I&sst sich der Wert
in das Fenster ziehen, so dass man die Werte
vergleichen kann.

In der mathematischen Schreibweise wird

im Allgemeinen ein Integrand, der aus einer
Summe besteht, in Klammern gesetzt. Fir das
CAS des ClassPad ist dies nicht erforderlich.
Die Integrationskonstante ¢ wird automatisch
gleich null gesetzt.

Von daher macht es Sinn, weitere mogliche
Funktionen, die sich durch eine Konstante
unterscheiden, anzugeben.

Das CAS ist zwar auf eine Art eine
elektronische Formelsammlung. Die Ublichen
Integrationsregeln sind aber nicht abrufbar, wie
es zum Beispiel die Regeln fur das Ableiten
sind.

Ein weiterer Hinweis auf den Hauptsatz ergibt
sich aus der Erkenntnis, dass Funktionsgrafen,
deren Gleichung sich nur um eine Konstante
unterscheiden, an der gleichen Stelle parallele
Tangenten haben, das heiBt die gleiche
Ableitung besitzen.

Auch wenn der Hauptsatz schon bewiesen
ist, kann eine visuelle Darstellung fir einige
Schilerinnen und Schiiler hilfreich sein, die
Aussage des Hauptsatzes noch mal unter
einem anderen Aspekt zu sehen.
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Ein Beispiel zu Bedeutung der

Integrationskontanten

Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte

Integralrechnung: Produktsumme, orientierte
Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion,
Stammfunktion, bestimmtes Integral,
Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Die Schulerinnen und Schiler

(11) interpretieren Produktsummen im
Sachkontext als Rekonstruktion des
Gesamtbestandes oder Gesamteffektes einer
GroBe,

(14) erlautern und vollziehen an geeigneten
Beispielen den Ubergang von der
Produktsumme zum Integral auf der Grundlage
eines propadeutischen Grenzwertbegriffs,

0
f sin(x)dx
0

—cos(x)

O
] —cos(x)dx
0

—sin(x)

0
f cos(x)dx
0

sin(x)

0
f sin(x)dx
0

—cos(x)

“H| 0 0 0 0
8 0.30.295520.04433 6. 65e-3|
4  0.60.564640.129020.02600
5 0.90.783330.246520.06298
6 | 1.20.932040.386330.12093
7 1.50.997490.535950.20132
8§  1.80.973850.682030.30363
9 2.10.863210.811510.42536
10 2.40.675460.912830. 56228
11 2.70.427380.976940.70882
12| 30.141120.998110. 85854
13| 3.3-0.15770.974441.00470
14 3.6-0.44250.908071.14091
15 3.9-0.68780.804901.26165
16 4.2-0.87160.674171.36277
171
1 | a \ s
2/ 0 0 0o 0
3 | 0.30.955340.143300.02150
4 | 0.60.825340.267100.06156
5 | 0.90.621610.360340.11561
|6 | 1.2/0.362360.414700.17782
7 1.50.070740. 425310, 24161
8 1.8-0.22720.391230.30030
9 2.1-0.50480.315500.34762
10 2.4-0.73740.204890.37835
11 2.7-0.90410.069280. 38875
1z 3-0.9900-0.07920. 37686
13| 8.3-0.9875-0.22730.34276
14 3.6-0.8968-0.36190.28848
15|  3.9-0.7259-0.47070.21787
16 4.2-0.4903-0.54430.13623
171
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Wenn keine Grenzen angegeben werden, wird
die Stammfunktion mit ¢ = 0 gebildet

B3: = sin (43)
C3: :?*0.3“?2
D3: :%*0,3+Dz

Die weiteren Werte bekommt man einfach
durch: markieren -> kopieren -> markieren ->
einfligen

Fir den zweiten Fall ist einfach in B3 der sin
durch cos zu ersetzen. Die Kopiervorgange

missen dann noch wiederholt werden.

In der Regel wird die Konstante gleich 0
gesetzt, ohne dass sich weitere Gedanken
gemacht werden. Dass das nicht immer so
mdglich ist, soll das folgende Beispiel zeigen.
Es werden Funktion s(t) zu zwei
Beschleunigungen a(t) gesucht.
Es gilt ja

s(t) = %tz + vpt + 8¢

Die obige Gleichung gilt aber nur unter der
Voraussetzung a=konst.

Da die zwei Félle

a4= sin (t) und a,= cos (t)

diskutiert werden sollen, kann man die obige
Gleichung nicht benutzen, sondern es ist
zweimal zu integrieren.

Als reales Beispiel kann ein Kondensatorfeld
dienen, in dem sich parallel zu den Platten ein
Elektron bewegt. An den Platten ist eine sin-
bzw. cos- férmige Spannung angelegt. Das s(t)
bezieht sich dann auf die Ablenkung senkrecht
zu den Platten.

Wenn man zweimal integriert, erhalt man

als Ergebnis jeweils eine trigonometrische
Funktion. Dies kann natirlich nicht richtig sein,
wenn man dies mit den ndherungsweisen
Berechnungen in der Tabellenkalkulation
vergleicht.

Die Werte in der Tabellenkalkulation wurden
erzeugt, indem zunéchst die Geschwindigkeit

in dem Intervall bestimmt wurde:

22 0,3 a(03) =sin (0,3)

1(0,3)
2

1(0,3) =

s(0,3) =

-0,3

Entsprechend wurden die weiteren Werte
berechnet und fir den zweiten Fall die sin-
Funktion durch die cos-Funktion ersetzt.

Es ist offensichtlich, dass ein Fehler vorliegen
muss. Dies lasst sich dadurch erklaren,

dass es im ersten Fall zwar auch eine
negative Beschleunigung aber keine negative
Geschwindigkeit gibt. Der kleinste Wert der
Geschwindigkeit kann nur 0 betragen; das
heiBt der Kérper bzw. das Elektron bewegt sich
nur in eine Richtung. Im zweiten Fall ist das

nicht der Fall.
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Beispiele zur Integration ausgehend von
Daten in Tabellenform

Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte & Datei Edit Grafik Calc
0.5 4 2= v
Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Lﬁ[ 8 l M] — b | =) P4 E
Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, D | E F |
Stammfunktion, bestimmtes Integral, 1
Hauptsatz der Differential- und 9 0l 0
Integralrechnung 3 0.02150 6. 65£-3
4 0.061560.02600
Die Schilerinnen und Schiler 5 I0.11561/0.06298
(11) interpretieren Produktsummen im Ej - 177??:[_]_. .1_.?.093|
Sachkontext als Rekonstruktion des
Gesamtbestandes oder Gesamteffektes einer s [\/ [ X
GroBe, ' '
1. 54 ot
(14) erlautern und vollziehen an geeigneten '+.+’
Beispielen den Ubergang von der #
Produktsumme zum Integral auf der Grundlage /+"
eines propadeutischen Grenzwertbegriffs, +{,-+
M?. ‘ .
15
D1:E16 (]
& Datei Edit Grafik Calc
(14) interpretieren Produktsummen im GLS.%I B 1M [E v [Ec'] [L k4
Sachkontext als Rekonstruktion des :
Gesamtbestandes oder Gesamteffektes einer A B C |
GréBe, 1 0 4,97 k
2 2| 4.81[150.244]
(22) ermitteln Flacheninhalte mithilfe von 3 4 4.3130. 364,
bestimmten Integralen und uneigentlichen ;
Integralen sowiegVqumina von lgérpern, die 4 6 3. 87 104.' 849'
durch die Rotation um die Abszisse entstehen S 8 4.23103. 0605_3
(das letzte nur LK) 6 10 4.63123.307|
7 12 5.41158.339
8 14 6.1208. 099
9 16 6.43246.616
10 18  6.84276.606
11 18.2 730.0879|
1 |
13 1531.57
14
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Fur die visuelle Darstellung ist es erforderlich,
dass die beiden Spalten, die dargestellt
werden sollen, nebeneinanderstehen. Zwei
Spalten, die nicht nebeneinanderstehen, sind
nicht gleichzeitig markierbar. Auch ist eine
Darstellung nacheinander nicht méglich, da die
Bilder jedes Mal neu erzeugt werden.

In der Abbildung links stehen die s Werte fir die
Beschleunigung a = sin(t)

Die Spalte wurde in der entsprechenden
Berechnung markiert -> Kopieren -> markieren
-> Einfliigen

Im Gegensatz zu Excel wird hier nicht zwischen
Einfligen und Werte einflgen unterschieden.

Die Werte in Spalte B miissen direkt
eingetragen werden. Die Spalte A (bis auf A11)
kann man mit Kopieren und Einfiigen fillen.

B1+BZ

Co: =m+(A2— A1) = ()

Wenn man den ersten Fall betrachtet, so soll
jav(0) = 0 gelten. Es ist aber

-cos(0) = -1

Das heiB3t, es muss dann gelten:

v(t) = 1- cos ()

Dann erhalt man aber als Stammfunktion:
st)=t-sin(t) Esgilts(0)=0

An diesem Beispiel wird deutlich, dass eine
Integrationskonstante zu bertcksichtigen ist.
Der ClassPad gibt hier keinen Hinweis.

Des Weiteren ist es fiir die Schilerinnen und
Schiler hilfreich, dass Rekonstruktionen von
Besténden rein numerisch ohne Benutzung
von Integralen bestimmt werden. So lasst
sich dem Missverstandnis vorbeugen, dass
Besténde nur noch mit dem Integral Kalkl
berechnet werden kénnen.

Fur einige Schilerinnen ist es sicher hilfreich,
die Werte zu visualisieren. Des Weiteren

wird dadurch auch deutlich, wie der weitere
Verlauf der Grafen aussieht, wodurch die oben
gewonnenen Funktionsgleichungen nochmal
bestétigt werden.

Gegeben sind die folgenden Daten einer Vase,
die aus 2 Kegelstimpfen zusammengesetzt ist.

Hoéhe Umfang Radius

0 31,2 4,97
2 30,2 4,81
4 27 4,30
6 243 3,87
8 26,6 4,23
10 29,1 4,63
12 34 5,41
14 38,3 6,10
16 40,4 6,43
18 43 6,84
18,2 44 7,0
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Die Schilerinnen und Schiler

(14) interpretieren Produktsummen im
Sachkontext als Rekonstruktion des
Gesamtbestandes oder Gesamteffektes einer
GroBe,

(22) ermitteln Flacheninhalte mithilfe von
bestimmten Integralen und uneigentlichen
Integralen sowie Volumina von Kérpern, die
durch die Rotation um die Abszisse entstehen
(das letzte nur LK)

-1. 4g-3
0.05706
-0.4708
5.19152

| O | T W

r? 0.97095
VISe 0. 05051
& Edit Ansicht Art Calc %]
) 6 (5 2 (= A2

Kubische Reg.

y=a-x%+b+x2+cx+d
a=-1.418g-3
b=0.0570579
c=-0.47084

Schliepen

Ausgabe) >

N

Verkniipf

20

define f(x)=-1.4%10"-3x"3+p
done

18. 2 )
] 2+ (£(x)) 2dx
0

1535.165416
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Regression Iasst sich direkt in der
Tabellenkalkulation durchfiihren. Dazu sind
zunachst die Spalten A und B zu markieren.
Calc -> Regression -> Kubische Reg.

Wenn man die visuelle Darstellung ebenfalls
haben mdchte, muss zunéchst nach der
Markierung gewahlt werden und danach
Calc. Die Daten (Tabelle oben links) erhalt man
durch Betatigung der Ausgabe Taste.

Die Koeffizienten lassen sich einzeln in den
Bereich main hintber kopieren.

1. Bestimmen Sie ndherungsweise das
Volumen

2. Bestimmen Sie eine Randfunktion und
unter Verwendung dieser das Volumen der
Vase.

Aus den Daten lasst sich das Volumen
naherungsweise bestimmen. Die Form wird

in die vorgegebenen Abschnitte unterteilt

und als zylindrisch mit einem gemittelten
Radius angenommen. Fur die Schilerinnen
und Schuiler ist es nltzlich nochmals

solche Rechnungen, ohne die Randfunktion
durchzufihren.

Fudr die Bestimmung der Randfunktion gibt

es verschiedene Mdglichkeiten. Wenn man
den ClassPad nutzt, ist es natirlich am
einfachsten, die Regression zu nutzen. Dazu
muss noch die Entscheidung getroffen werden,
welchen Funktionstyp man wahlt. Wir schlagen
eine kubische Regression vor.

Die Daten zeigen, dass die Werte durch die
Regression ganz gut reprasentiert werden (r2
ist nahe bei 1).

Auch die beiden Naherungen fir das Volumen
zeigen eine ganz gute Ubereinstimmung.
Alternativ kbnnte man mit ausgewahlten
Werten den Funktionsterm der Randfunktion
bestimmen.

Moglich wére:

f(0)=4,97

f(6)=3,87

f(18,2)=7

f(6)=0

Als Ansatz wahlen wir:
f(x) = ax3 + bx2 + cx + 4,97

58




Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Die Schilerinnen und Schiler

(14) interpretieren Produktsummen im
Sachkontext als Rekonstruktion des
Gesamtbestandes oder Gesamteffektes einer
GroBe,

(22) ermitteln Flacheninhalte mithilfe von
bestimmten Integralen und uneigentlichen
Integralen sowie Volumina von Kérpern, die
durch die Rotation um die Abszisse entstehen
(das letzte nur LK)

t Edit Aktion Interaktiv

Tebx
Jxel

"ii%]é’n*] Siml’lﬁ_b‘? v

a0

8(6)=3.87

g(18)=6.84
gl(6)=0 a,b,c
{a=-5.516975309e-4, b=0. OEE
-5.516975309e-4>a

23778787
43101130000
0.037175925932b
2534833
68184798
—0.3865277778>c
_ 9663431
25000612
18.2 2
f 7+ (8(x)) 2dx
0
. 1319. 129925 K3
Algeb  Standard Reell 2no i
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Werte a, b und ¢ wurden berechnet, sind
aber noch nicht in den Variablen abgelegt.
Dies geschieht in den folgenden Zeilen durch
Benutzung des Zuordnungspfeils.

Alternativ hatte man die Funktionsgleichung
durch Benutzung des Kopiermodus aufstellen
kénnen.

Der obige Ansatz fiihrt zu einem 3x3
Gleichungssystem.

Man erkennt, dass der Wert flir das Volumen
deutlich von den beiden anderen Werten
abweicht. Warum das so ist, liegt daran,

dass der Graf der zweiten Funktion deutlich
unterhalb von dem der ersten verlauft.
Alternativ hatte man auch andere Daten
benutzen kénnen, wobei aber letztlich nicht
zu erwarten ist, ein besseres Ergebnis als das
durch die Regression erzielte zu erreichen.
Die Regression in der Tabellenkalkulation ist
flr die Schilerinnen und Schiler eine Black
Box, wenn Regression nicht Bestandteil des
Unterrichts ist, was ja nach Lehrplan nicht der
Fall ist.

Es besteht aber die Mdéglichkeit, kubische
Regressionsgleichungen direkt zu bestimmen,
indem folgende Funktionen aufgestellt werden:

fxX)=a-x*+b-x*+c-x+d
h(a, b, c,d) =
(f(0) —4,97)* + -+ (f(18,2) — 7)?

Danach sind die Ableitungen nach a, b, c und
d zu bilden und das Gleichungssystem:

d h(a,b,c,d) _ dh(a,b,c,d) o
da N db o
d h(a,b,c,d) _ o dh(a,b,c,d)_o
dc N dd o
zu losen.

Die umfangreichen Rechnungen findet man

im Anhang. Dort erkennt man, dass die
errechneten Koeffizienten leicht von denen

der in der Tabellenkalkulation durchgefiihrten
Regression abweichen. Eine Erklarung kénnten
Fehler im numerischen Verfahren sein.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte

Integralrechnung: Produktsumme, orientierte
Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion,
Stammfunktion, bestimmtes Integral,
Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Die Schilerinnen und Schiler

(2) nutzen die Eigenschaften

von ganzrationalen Funktionen,
Exponentialfunktionen,

der Sinusfunktion, der Kosinusfunktion, der
Potenzfunktionen, ,/x und % sowie

der Transformationen dieser Funktionen zur

Beantwortung von Fragestellungen,

(14) interpretieren Produktsummen im
Sachkontext als Rekonstruktion des
Gesamtbestandes oder Gesamteffektes einer
GroBe,

& Datei Edit Grafik Calc

1] & [~ [=[[en] ]~

[ A4 [ B [ ©
i 1 1567.6 |
2 2 1702.21.08586
3 3 1826.2(1.07285
1 4 1992.31.09095
5 5 2144.51.07639
6 6 2358.9/1.09998
7 7 2493.61.05710
8 8 2635. 4 1.05687
9 9 2875.81.09122
10
11 9596 3]1. 07890
12
13
14
15
16
=sum (B1:B9) [VIX
B11 19596.5 {11
1973
f 1570-1. 0789%1965 4,
1965
17281. 16732

- 8 : 8_’ .‘],'.0
| %
2n Auto {1

973.5
< 1570-1. 0789%~ 196544
964. 5
19520. 34501
1974
f 1570-1. 0789% 19654

1964
21787.67046
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Hinweise zur Bedienung

und zur Didaktik

Hinweise zum mathematischen Inhalt

Die Spalten A und B wurden direkt Ubertragen.
In Spalte C stehen die Quotienten, die sich aus
zwei aufeinander folgenden Werten aus Spalte
B ergeben. Den Mittelwert in C11 erhélt man
mit Calc -> Listenstatistik -> mean

In B11 ist die Summe der Werte von B1 bis B9
angegeben.

B11: =sum(B1:B9)

Um das Bild links zu erzeugen, werden die
Spalten A und B in Listen transformiert und in
das Statistik Modul tbertragen:

Datei -> Export

Export
Variable list 1
| Tve LISTE [v]
| Bereich AL:A9
Abbrechen

Entsprechendes macht man mit der Spalte B,
nachdem sie markiert wurde.

In der Statistik wahlt man und darin
Histogramm list1 und list2

Damit auch ein Funktionsgraf gezeichnet wird,
ist eine Regression durchzuflihren

Calc -> Regressionen -> Exp. Regression

Gegeben ist folgende Tabelle, die die
Olférdermenge in Millionen von Tonnen angibt.

Jahr Jahr Jahr Jahr Jahr
Prod. Prod. Prod. Prod. Prod.
1965 1966 1967 1968 1969
1.567,6 1 1.702,2 |1 1.826,2 | 1.992,3 | 2.144,5
Jahr Jahr Jahr Jahr
Prod. Prod. Prod. Prod.
1970 1971 1972 1973
2.358,9 2.493,6 2.635,4 2.875,8

f()=1570 - 1,0789(-1965)

Zu zeigen ist, dass es sich um exponentielles
Wachstum handelt. Aus der Tabelle
links geht hervor, dass ein Ansatz fir
exponentielles Wachstum mit einem jahrlichen
Wachstumsfaktor von ca. 7,9% fir den
angegebenen Zeitraum moglich ist.
Als Funktionsgleichung ergibt sich dann:

Bildet man das Integral Uber den Zeitraum, so
erkennt man, dass der Wert deutlich zu klein
ist. Dies liegt daran, dass der Zeitraum falsch
gewahlt ist. Das Bild links verdeutlicht das.
Wenn man nur die Flache unter der Kurve bis
zum x-Wert 9 berechnet, fehlt ein Rechteck.
Das bedeutet, die Grenzen beim Integral sind
anders zu setzen.
Es zeigt sich, dass es am geeignetsten ist die
untere Grenze um 0,5 zu verkleinern und die
obere um 0,5 zu vergréBern.
Wir hatten auch eine Regression durchfiihren
kénnen, haben aber an dieser Stelle bewusst
darauf verzichtet.
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Anhang

Herleitung der allgemeinen Gleichung zur
Bestimmung der Krummung von Funktionsgrafen

Aus den beiden Beispielen lassen sich allgemeine Gleichungen zur Bestimmung des
Kreises herleiten. Gesucht sei der Kreis, der sich dem Funktionsgraphen einer gegebenen
Funktion f an der Stelle xO optimal anschmiegt. Es ist offensichtlich, dass der Punkt (x0/
f(x0)) sowohl ein Punkt des Funktionsgraphen als auch des gesuchten Kreises sein muss.
Das heif3t:

(Xo - Xw)° + (Fxo) - yw)? = 2

Wegen der optimalen Anpassung mussen auch die Steigungen des Kreises und des
Funktionsgraphen gleich sein. Fur die Bestimmung des Radius im ersten Beispiel haben
wir die Nullstelle der 2. Ableitung der Differenzfunktion bestimmt; das hei3t auch die 2.
Ableitungen missen Ubereinstimmen. Zur Vereinfachung sei der Mittelpunkt des Kreises
M(m/n).

o Edit Aktion Intersiktiv

"6 | & [Fa]sime [0 ]« [+ |

(x=m) "2+ ([ (x)=n)"2=r"2

(F{x)=n) 2+ (x-m) 2=y
% ( (x=m) 24(1(x)-n) 2=r2)

e -d-{f (x))-fix }-2«n--d- (F{x))+2-x=2-m=0
dx dx

4 [2-—"—mxn-rtx1-2-n- i'—tﬂxn+2-x-2-m=u]
dx : dx

dx
2 42 2
2-[—‘1—(tcxn] +2:-9% (1)) A (x)-2on--25 (F(x)) +2=0
dx dx2 dx2
0
Abb. 1 Bestimmung der Ableitungen
Die letzte Gleichung lasst sich nach n auflésen.
2
solve 2+[*—'mx}1] 4292 (1) () -2on- 92 (1 (x) 3 4220, 1
dx dxz d_xz
2
[dil:nxn] 1
n= :2 +H{x)+
42 (hex)) 4% (fxd)
dx2 dx2

Abb. 2 Bestimmung von y)

Die weiteren Umformungen lassen sich alle mit dem ClassPad durchfiihren. Es wird der Wert fir n in die
zweite Gleichung eingesetzt und diese dann nach m aufgeldst. Die so erhaltenen Werte fiir den Kreismittel-
punkt setzen wir dann in die Ausgangsgleichung ein, um einen Wert fiir den Radius zu erhalten. Zu beachten
ist, dass durch das Auflésen nach der Variablen n ja noch nicht der entsprechende Wert zugewiesen worden
ist. Dies muss mit Hilfe des Zuordnungspfeils noch extra geschehen. Die folgenden Abbildungen zeigen die
entsprechenden Rechnungen.
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Von den beiden Losungen aus Abbildung 3 interessiert uns natdrlich nur die zweite. Man
erkennt den Ublichen Ausdruck. Anzumerken ist, dass wir f”(x) # 0 und die zweimalige ste-
tige Differenzierbarkeit fur die Funktion f vorausgesetzt haben.

Berechnung der Regression Seite 19
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Berechnung der Regression Seite 56
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Arbeitsblatt

1.Gegeben ist: f(x) =a-sin(b-x+c)+d
Verandern Sie jeweils die Variablen und diskutieren Sie den Einfluss dieser auf den
jeweiligen Grafen.

Welche Werte muissen die Variablen einnehmen, so dass der Graf identisch mit dem
Grafen von g(x)=cos(x) identisch ist?

2. Gegeben sind die Funktionen f(x) = x*- a - x¥*- b und g(x)=x? - a:x-b

Welcher Zusammenhang besteht zwischen diesen beiden Funktionen?
Welche gemeinsame Eigenschaft haben die beiden Grafen der Funktionen?

3. Ein Unternehmen ermittelt folgende Kosten bezogen auf die jeweilige
Produktionsmenge:

Produktionsmenge Kosten
0 1000
25 1180
50 1340
75 1390
100 1550
125 1585
150 1610
175 1810
200 1890
225 2180
250 2590
275 2920
300 3270

Ermitteln Sie eine Kostenfunktion und bestimmen die Produktionsmenge, ab der die
Kosten von einem degressiven (die Steigung nimmt ab) zu einem progressive Steigung
nimmt zu) Wachstum Ubergehen. Begriinden Sie, dass man eine Funktion dritten Grades
als Ansatz wéhlen kann.

4. Optimierung bei der Sterilisation von Lebensmitteln

Um Lebensmittel haltbar zu machen, ist es erforderlich, dass diese erhitzt werden,
um die Mikroorganismen auf das 10-7-fache zu reduzieren und gleichzeitig méglichst
viele N&hrstoffe zu erhalten. Der temperaturresistenteste Mikroorganismus in einer
Fleischkonserve ist das Bakterium Clostridium Botulinum, der temperaturanfélligste
Nahrstoff, der erhalten bleiben soll, ist das Vitamin Thiamin (Vitamin B1). Sie zerfallen
nachfolgenden Funktionen:

14003
Vitamin: o 5me10te Ty
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) 35w
Bakterium: (2.046810% 2 T )t

gr(t)=by-e
a0 und b0 geben jeweils die Ausgangsmassen an. T gibt die Temperatur in K und t die Zeit
in s an. Das Problem besteht nun darin, eine optimale Temperatur und Zeit fir die Sterilisa-
tion zu finden.
Klaren Sie den Sachverhalt. Dazu kann man ohne Beschréankung der Allgemeinheit anneh-
men, dass ag = by =1 ist.

5. Extremwertproblem: Abwasser: Zwei Orte, die 10 km voneinander entfernt liegen,
sollen an eine zentrale Abwasserleitung angeschlossen werden. Diese verlauft in 6 km
Entfernung parallel zur Verbindungslinie der beiden Orte. Aus Kostengriinden ist nur
ein einziger Anschluss an diese zentrale Leitung méglich. Um sich einen Uberblick zu
verschaffen, ist es hilfreich, zunachst eine Zeichnung anzufertigen. (s. Abb. unten)

10 km

6 km 6 km

Abwasserleitung

Bestimmen Sie die Stelle, an der die beiden von den Orten A und B ausgehenden.
Leitungen zusammengefihrt werden miussen, damit die gesamte Lange der Leitungen
minimal ist.

6. Gegeben sind die folgenden Daten einer Vase, die aus 2 Kegelstimpfen
zusammengesetzt ist.

a) Bestimmen Sie n&herungsweise das

Hohe Umfang Radius Volumen.

0 31.2 4,97

2 30,2 4381 b) Bestimmen Sie eine Randfunktion und
4 27 4,30 unter Verwendung dieser das Volumen
6 243 3.87 der Vase.

8 26,6 423

10 29.1 4,63

12 34 541

14 38.3 6,10

16 404 6.43

18 43 6.84

18,2 44 7,0

68



7. Die folgende Tabelle gibt den Welterddlverbrauch in den Jahren von 1880 bis 1925 in
Millionen Barrel.

Jahr 1880 1890 1900 1905 1910 1915 1920 1925

Olverbr. |30 77 149 215 328 432 689 1069

a) Erstellen Sie zur obigen Tabelle einen Graphen. Zeigen Sie, dass die obigen Werte durch
eine Funktion der Art f(t) = a - e® ! darstellen lassen und geben Sie Werte fir a und b an.

b) Funktion der Art f(t) = a - €® ! beschreiben exponentielles Wachstum. Welches sind die
Grundlagen fir exponentielles Wachstum? Inwieweit treffen diese Grundlagen auf den
Erddlverbrauch zu?

c) Geben Sie den gesamten Verbrauch fir die Jahre 1880 bis 1925 an. Welcher
Gesamtverbrauch ergibt sich bis zum Jahr 2000, wenn man den gleichen jahrlichen
Zuwachs wie in den Jahren von 1880 bis 1925 voraussetzt?

d) Der Verbrauch im Jahr 2000 betrug 3 Milliarden Tonnen Erdél. Die zu diesem Zeitpunkt
verfligbaren und wirtschaftlich abbaubaren Vorrate wurden auf 145 Milliarden Tonnen
geschatzt.

Wie lange werden die Vorrate reichen, wenn man von einem jahrlichen Mehrverbrauch von
3% ausgeht?
Wie groB musste der Zuwachs sein, damit die Vorrate mindestens 50 Jahre halten?

Geben Sie einen Ansatz an und schétzen Sie den Zuwachs.

8. Gegeben sind die Funktionen fund g mit f(x) = e—xx mit xe R und
g(x) =% mit x e R — {0}

a) Begriinden Sie das asymptotische Verhalten der beiden Funktionen.
b) Zeigen Sie, dass f und g die gleichen Extremstellen haben.
c) Berechnen Sie den Abstand der beiden Extrempunkte.
d) Wir betrachten jetzt die Funktionen h(x,u) = u-x + f(x) mit u € [0,2].
Wie entstehen die Grafen von h aus den Grafen von f?
Vergleichen Sie die Eigenschaften der Grafen von h und f.
e) Einer der Grafen von h berlhrt den Grafen von g. Flr welches u ist dies der Fall?
Begriinden Sie dies zun&chst an ausgewahlten Grafen der Funktionen.
f) Berechnen Sie den Flacheninhalt zwischen der x-Achse und dem Grafen von fim
Intervall [0,1]. )
g) Berechnen Sie die Flacheninhalte fir die Funktionen k(x, v) = = fiir xe[0, ) und

v €{1,2,3,4}

Was fallt Innen auf?
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Lineare Algebar und Analytische Geometrie

Ebenen und deren Gleichungen
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Ebenen lassen sich grafisch darstellen im 3d
Bereich des ClassPad. Zur Darstellung ist die
Ebene zeilenweise einzutragen.

Mit I&sst sich die Darstellung erzeugen.
Fur Bereichseinstellungen wahle man [5].

Ob Achsen eines Koordinatensystems dazu
gezeichnet werden, I&sst sich Uber || regeln.
Mit Hilfe des Stiftes bzw. der Maus lasst sich
die Ebene drehen.

Eine permanente Drehung lasst sich Uber das
MenU Raute neben Analyse einstellen. Beenden
lasst sich die Rotation durch Betétigung

der Clear -Taste (Handheld) bzw. Esc-Taste
(Laptop, Tablet).

Will man mehr als eine Ebene darstellen,

geht das nur, wenn man diese vorher im

main Bereich definiert (s. Abb. links) Im 3d
Bereich direkt lasst sich nur eine Ebene zurzeit
darstellen.

Von daher ist es auch nicht moglich, zum
Beispiel Schnittgeraden in dem Bereich zu
berechnen und darzustellen.

Der MenUpunkt Analyse er6ffnet nur die
Mdéglichkeit, Punkte auf der Ebene zu
verschieben (-> Verfolgen) und die z-Koordinate
zu bestimmen.

Gegeben ist die Ebene E mit:

o3 (o)

Die beiden Ebenengleichungen (s. Abb. links):
1 2 -1
E1:5£=( ] )-I—s-( 1 )-I—t-( 1)
—1 —1 2
2 -2 -1
Ez:i=(o)+u-( 1 )+ v-(—l)
1 —2 1
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INnzidenzprobleme
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Schnittgerade lasst sich zwar zusétzlich
darstellen, ist aber leider nicht wirklich sichtbar.
So wurde die Gleichung der Schnittgeraden
leicht verandert

(s. Abb. links:

Xst3 = 2.8 - 1.4t anstatt

Xst3 = 0.8 - 1.41)

Die veranderte Gerade ist dargestellt (s. griine
Linie Abb. links)

Alternativ lasst sich die Vektorgleichung auch
direkt eingeben. Die Vektoren lassen sich mit
dem entsprechenden Symbol (in der Math2
Tastatur, 2 x betatigen) eingeben. Den solve
Befehl findet man:

Interaktiv -> (Un-)Gleichungen -> solve. Die
Vektorgleichung ist vorher zu markieren und
das vorgegebene x ist durch eine Liste (Listen
werden in geschweifte Klammern gesetzt.) zu
ersetzen, die die Variablen enthalt, nach denen
die Gleichung aufgeldst werden soll.

Berechnung der Schnittgerade der beiden
Ebenen E1 und E2.
Es ergibt sich als Losung:

L (3 v+3 (T2 -1
gs:x=[0[|+ s 1 |+v-|—-1
1 -2 1
0,8 -1,4
gs: x =( 0,6 )+v-(—0,8)
-0,2 0,6

Schilerinnen und Schiler haben die
Mdoglichkeit, ihr Ergebnis zu Gberprifen,
indem sie die Gerade zusatzlich im main
Bereich definieren. Wenn dann keine Gerade
zusatzlich dargestellt wird, ist die Berechnung
offensichtlich korrekt. Allerdings kann es sein,
dass bei sehr geringen Abweichungen die
,falsche®“ Gerade auch nicht sichtbar wird.

Durch die verschiedenen Eingabemdglichkeiten
wird fir die Schilerinnen und Schdler deutlich,
dass jede Vektorgleichung zeilenweise zu
verstehen ist. Oder anders ausgedrickt,

jede Vektorgleichung entspricht einem
entsprechenden Gleichungssystem.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:
Schnittpunkte: Geraden und Ebenen
Die Schilerinnen und Schiler

(4) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit
Ebenen
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2
solve| | 1
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-|-r.
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solve([[11, [01, [=111+sx[[»
{r=-2, s=-2, t=-3}

i

iy

-]
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o,x]
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0
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{s=-1,t=1}
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Matrizen lassen sich direkt iber die Tastatur
eingeben (Math2).

Den Befehl fiir die Determinante findet man:
Interaktiv -> Matrix -> Berechnungen -> det

Die zu I6sende Gleichung lasst sich direkt
eingeben. Wenn man dann diese markiert

und den solve Befehl wahlt, ist an Stelle

der Lésungsvariablen x die Liste {r,s,t} in
geschweiften Klammern einzugeben.

Der ClassPad linearisiert dann die Gleichung,
was sie unubersichtlicher macht (s. Abb. links)

Der ClassPad lasst sich nutzen, um
Koordinaten zu bestimmen, so dass die
Geraden in einer Ebene liegen.

Die Gleichungen wurden wieder direkt
eingegeben und dieses Mal nicht linearisiert.
Das x ist genau wie oben entsprechend durch
{s,1} zu ersetzen.

Gegeben sei die Ebene Ej

wio(3)or ()

Und die Gerade g

2 1
g:x= (—1)+r-(2)

3 4
Entweder es gibt einen Schnittpunkt oder
die Gerade g liegt parallel zu E1. Man kann
die beiden Gleichungen einfach gleichsetzen
oder aber vorher untersuchen, ob die Gerade
in der Ebene liegt oder parallel zu dieser
ist. Wenn das der Fall ist, missen die drei
Richtungsvektoren in eine Ebene liegen. Dies
lasst sich am einfachsten Uberpriifen, indem
die Determinante aus den drei Vektoren
gebildet wird. Da der Wert nicht 0 ist, muss es
einen Schnittpunkt geben.
Der Schnittpunkt S hat die Koordinaten
S(0/-5/-5).
Zwei Geraden schneiden sich, wenn sie in
einer Ebene liegen und nicht parallel sind.

2 -1

i) ()
-1 2
1 2

g2:£=(0)+t-(0)
-2 -1

Die beiden Geraden liegen genau dann in einer
Ebene, wenn die beiden Richtungsvektoren
und der Differenzvektor der beiden
Ortsvektoren in einer Ebene liegen. Ob dies
der Fall ist, lasst sich mit der Determinante
Uberprufen.

Als Schnittpunkt ergibt sich S(3/0/-3)
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Das Skalarprodukt

Bezug zum Lehrplan Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:
Lagebeziehungen und Abstande: Punkte, dotP(|1 |, |¥ )
Geraden, Ebenen (alle Kombinationen nur LK) -1] Lz ]
Die Schiilerinnen und Schiiler 2-x+y-z
=11 [x
(9) untersuchen geometrische Objekte oder
Situationen in innermathematischen dotP(|1 |,y ])
und anwendungsbezogenen (2 ] Lz ]
Problemstellungen und deuten die Ergebnisse. v
(nur GK — Abstandsberechnungen werden Xy Z
nicht direkt angesprochen) { 2+y—2z=0
im LK direkt: —l+y+22=01y, 7
. ) . {y=—1,z=1}
(10) bestimmen Abstande zwischen Punkten,
Geraden und Ebenen
2 -1
crossP(|1 [, |1 |)
-1 2
3
-3
3
3
norm(|=3 1)
3
3+V3
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Den Befehl dotP fir das Skalarprodukt findet
man: Interaktiv -> Vektor -> dotP

Dies ist aber eher umstandlich, da die beiden
Vektoren in horizontaler Form eingegeben
werden muissen und kdnnen nicht hinein
kopiert werden. So wird der Befehl einfacher
Uber die Tastatur als Buchstabenkombination
eingegeben.

Man hétte die beiden Rechnungen auch in einer
ausflihren kdnnen.

Alternativ lasst sich der Normalenvektor

auch mit Hilfe des Kreuzproduktes (crossP)
bestimmen. Den Befehl findet man wie oben im
Bereich Vektor.

Fir die Eingabe gilt das Gleiche wie fur dotP.

Der Befehl norm ist ebenfalls im Bereich Vektor
zu finden. Da es sich hier nur um einen Vektor
handelt, lasst sich dieser vorher markieren und
wird dann direkt Gbertragen.

Fir Abstande zu Ebenen und zur Bestimmung
der Lage zweier Ebenen zueinander bendtigt
man die Normalenform der Ebenengleichung.

Wir bestimmen diese zu der folgenden Ebene:

wio(3)or ()

X
Gesucht ist der Normalenvektor 7 = <3’)
z

Das Skalarprodukt dieses Vektors mit den
beiden Richtungsvektoren muss 0 ergeben.

()
(3 (B-(4)-

—» Koordinatenform:
- Xx-y+z=0

Fir die Hesse Form wird der
Normaleneinheitsvektor benétigt.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Vektoroperation: Skalarprodukt
Ebenen: Parameterform, Koordinatenform,
Normalenvektor

Schnittwinkel: Geraden, Geraden und Ebenen,

Ebenen

Die Schilerinnen und Schiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch
(Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen
Vektoren) und berechnen es,

(5) berechnen die GréBe des Schnittwinkels
zwischen zwei sich schneidenden

Objekten,

2 X
dotP([l ]. IY )
| 2z
2+xX+y—2Z
-1 X
dotp([l ] I )
2 z
=X+y+2+Z
2+x+y—-z=0
[—x+y+2°z=0 X,V
{x=z, y==-2}
1 -1
angle ( [—l]. I4
1 3
[ —cos™ ]
180- 180
[ —cos"[
approx ( 190 180

103. 0884761

1 -1

1 3 | !
1 =5 4
norm{ | -1 ()*%norm(| 4

1 |3

103. 0884761

cos™(
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Der Befehl fur das Skalarprodukt dotP steht
unter: Interaktiv -> Vektor -> dotP
Aber: siehe oben

Der ClassPad bietet mit dem Befehl

angle, Winkel zwischen Vektoren direkt zu
bestimmen. Dieser Befehl ist aber im Rahmen
der Bedingungen des IQB bzgl. MMS nicht
zugelassen.

Der Winkel lasst sich auch direkt mit dem
Skalarprodukt berechnen.

Um den Winkel in GradmaB zu erhalten, muss
dies im Grundformat entsprechend eingestellt
sein.

Im Folgenden ist der Schnittwinkel zwischen
den beiden Ebenen E1 und E2 zu bestimmen.
Dazu wird der Normalenvektor mit Hilfe

des Skalarprodukts bestimmt. Wenn T ein
Richtungsvektor ist und 7 ein Normalenvektor,
dann muss geIten:‘G-‘n’: 0

Als Normalenvektoren ergeben sich:

1 -1
1 3

Als Schnittwinkel ergibt sich «, ~ 103°
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Lagebeziehungen und Abstande

Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte
Lineare Gleichungssysteme
Die Schilerinnen und Schiler

(8) interpretieren die Lésungsmenge von
linearen Gleichungssystemen (nur LK)

Inhaltliche Schwerpunkte:

Lagebeziehungen und Abstéande: Punkte,
Geraden, Ebenen (alle Kombinationen nur LK)

Die Schilerinnen und Schiler

(9) untersuchen geometrische Objekte oder
Situationen in innermathematischen

und anwendungsbezogenen
Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.
(nur GK — Abstandsberechnungen werden
nicht direkt angesprochen)

im LK direkt:

(10) bestimmen Abstande zwischen Punkten,
Geraden und Ebenen

3.12x+7. 28y-4.67z=11
3.10x+7.32y—-4.532z=2. 8
3. 11x+7.29y-4.582=T |y,

{x=108. 0954535, y=-61. 255

3.12x+7. 25y-4.67z=11
3.10x+7.32y-4.532=2. 8
3. 11x+7.29y-4.582z=7 |y,

4=-97. 57160872, 2=29. 392/

[—2+2t
1-t ]#PX
| 3t—5
2+t=2
—-t+1
3+t=5
2
I—l]#v
3
2
_1‘
3
dotP (PX, v)

2+ (2:t=2) 43+ (3+t-5) +t-1
solve (2 (2:t=2)+3+ (3+t=5)+t-»|

)

10775t
10
7
PX
6
7
_3
7
S
7
norm {ans)
V70
7
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die gemachten Zuordnungen sind nicht
erforderlich, machen aber die Berechnungen
Uberschaubarer.

Auch diese beiden Operationen lassen sich in
einem Schritt ausflhren:
Solve(dotP(PX,v)=0,1)

Nach der Berechnung muss der berechnete
Wert noch der Variablen zugeordnet werden.
Zu bedenken ist, dass der Wert im
Variablenmanager gespeichert wird und auch
fur zukUnftige Berechnungen diesen Wert
behalt.

Der Befehl ans greift direkt auf den zuletzt
berechneten Wert zu.

Gegeben ist das Gleichungssystem:
3,12x+7,25y-4,67z=11
3,10x+7,32y-4,53z=2,8
3,11x+7,29y-4,58z=7

Als Ldsung erhélt man:

x=274,25 y=-97,57 z~29,39

Eine kleine Anderung in der ersten Zeile:

7,25y > 7,28y
flhrt zu folgenden Lésungen:
x=108,10 y=-61,26 z=~-25,63

Daraus ergibt sich die Frage, warum eine so
minimale Anderung solche Auswirkungen hat.
Der Grund hierfUr ist der sehr kleine
Schnittwinkel zwischen den einzelnen
Ebenen. Man hat hier also eine geometrische
Interpretation flr ein algebraisches Problem.

Abstand: Punkt Gerade:
Gegeben ist die Gerade g durch:

o))

Und ein Punkt P (4/-2/5)

Es ist der Abstand zwischen dem Punkt P und
der Geraden g zu bestimmen.

X(2+2t/-1-1/3t) sei ein beliebiger Punkt der
Geraden.

s (1) ()

Fir die Abstandsberechnung benétigt man den
Punkt der Geraden, so dass der Vektor (PX)
senkrecht auf dem Richtungsvektor steht.

Das heiBt: —2+2t 2
1—-¢t |-|—-1]=0
3t—5 3

Als Abstand erhélt man ca. 1,195.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Lagebeziehungen und Abstéande: Punkte,
Geraden, Ebenen (alle Kombinationen nur LK)

Die Schilerinnen und Schiler
(9) untersuchen geometrische Objekte oder

Situationen in innermathematischen
und anwendungsbezogenen

Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

(nur GK — Abstandsberechnungen werden
nicht direkt angesprochen)

im LK direkt:

(10) bestimmen Abstande zwischen Punkten,
Geraden und Ebenen

2 1
dotP(|-11, [x|)
[ 3 v
—x+3-y+2
1 1
dotP ( 2], [x])
1 v
2+ex+y+1
-x+3+y+2=0
[2°x+y+1=0 X,V
-t}

o

01 12 2
%dotp(([OI—[—ll). H)
3 2 2

—8\/_
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Das Bild links wurde aus 2 Teilbildern der
besseren Ubersicht halber zusammengesetzt.

Abstand zweier windschiefer Geraden:
Gegeben sind die Geraden:

2 2
0 3
4 1
gz:f=<—2)+s-<2)
5 1

Zunachst sucht man einen Vektor, der
senkrecht auf den beiden Richtungsvektoren

steht.
7
= (—1)
-5

Um den Abstand zu erhalten, ist der
Normaleneinheitsvektor mit dem Vektor

PP, (P, Eg,u.P; € gy)

zu multiplizieren. Der Abstand betragt etwa
4,62 Einheiten.

Die Abstande in Bezug auf die Ebene lassen
sich auf das Problem Abstand Punkt Ebene
reduzieren. Vorausgesetzt natlrlich, dass die
Ebenen sich nicht schneiden, bzw. die Gerade
parallel zur Ebene liegt.

Gegeben ist die Ebene E

E: 2X{+X5+2X3=6

und der Punkt P (2/-1/2).

.1
0 3

2
1
2/ Q(0/0/3) ist ein Punkt von E

Der Abstand betragt 1/3
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Arbeitsblatt .

1. Gegeben ist ein Dreieck durch die Eckpunkte A (-2/3/1), B (-1/5/2) und C (4/4/1).
Bestimmen Sie die Innenwinkel und den Flacheninhalt des Dreiecks.

2.Gegeben sind die Punkte A (2/-1/3), B (5/3/3), C (5/3/8), D (2/-1/5) und S (23,5/-
14/5,5)

a) Zeigen Sie, dass die 4 Punkte A, B, C und D ein Rechteck aufspannen.

b) Zusammen mit dem Punkt S ergibt sich eine rechteckige Pyramide.
Berechnen Sie das Volumen dieser Pyramide.

c) Die Pyramide ist symmetrisch; das heiBt die Spitze S liegt genau Uber dem
Mittelpunkt des Rechtecks ABCD. Begriinden Sie dies.

3. Bestimmen Sie den Abstand des Punktes Q (-2/1/9) von der Geraden

(e )

Der Punkt Q soll an der Geraden g gespiegelt werden. Begriinden Sie, dass Sie dazu
den FuBpunkt des Lotes vom Punkt Q auf die Gerade g bendtigen. Zeigen Sie, dass
P (2/1/3) der gesuchte FuBpunkt ist und bestimmen Sie den Bildpunkt von Q bei der
Spiegelung an g.

4. Die Normalenform der Ebenengleichung lasst sich auf zwei verschiedene Arten
angeben.

g (F—p)-i=0 bEF-A=gp-i
Geben Sie fur beide Formen eine geometrisch anschauliche Bedeutung an.

5. Gegeben sind die Punkte A (-2/1/3) und B (4/1/5).
a) Geben Sie den Mittelpunkt M der Strecke AB an.
b) Bestimmen Sie den Spiegelpunkt A" von A am Punkt B.

6. Gegeben sind die Punkte A (1/-2/3), B (5/2/-2) und C (3/3/1)

a) Geben Sie die Gleichung der Geraden g durch die Punkte A und B an.

b) Geben Sie die Gleichung der Ebene E an, in der die drei Punkte A, B und C
liegen.

c) Geben Sie die Koordinaten eines Punktes D an, der verschieden von den
Punkten A, B und C ist und ebenfalls in der Ebene E liegt.

d) Geben Sie die Koordinaten eines Punktes F an, der nicht in der Ebene E
liegt.

e) Geben Sie die Gleichung einer Geraden h an, die parallel zur Geraden g
liegt und einen Abstand von 3 Einheiten von der Ebene hat.
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7. Gegeben sind die Punkte A (-3/2/-1), B (-2/7/0) und D (-3/3/-2).

a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes C, so dass das Viereck ABCD ein
Parallelogramm ist.

b) Bestimmen Sie den Mittelpunkt des Parallelogramms.

c) Wie lassen sich alle Punkte, die in dem Parallelogramm liegen, beschreiben?

8. Gegeben ist eine Ebene und eine Gerade durch:
(2

+5-1
11

(10
+t-| -6
|5

a) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Ebene mit der x-Achse.
b) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden mit der xy-Ebene.
c) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Ebene und der Geraden.

d) Bestimmen Sie den Abstand der Geraden g: &« = (i) +r-(i)
von der Ebene E. z !

10. Gegeben sind die Geraden:

2 1 1 2
gui=(9)+r-[-15 g2:%=[-05]+s-{ 1
0 3 9 -6

a) Zeigen Sie, dass die Geraden g; und g, windschief sind.

b) Bestimmen Sie eine Parameter- und Normalengleichung fur die Ebene E, die
g» enthalt und parallel zu g, verlauft.
Geben Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Ebene E mit den
Koordinatenachsen an.

c) Welchen Abstand hat die Gerade g, von der Ebene E? Bestimmen Sie eine
Gleichung der Geraden g;’, die bezlglichen der Ebene E spiegelbildlich zu

g, liegt.

11. Lésen Sie die beiden folgenden Gleichungssysteme:
3,12x+7,25y-4,67z=11

3,10x+7,32y-4,53z=2,8

3,11x+7,29y-4,58z=7

und:
3,12x+7,28y-4,67z=11
3,10x+7,32y-4,53z=2,8
3,11x+7,29y-4,58z=7

Beschreiben Sie, was Ihnen aufféllt und begriinden Sie die Unterschiedlichkeit der
beiden Ergebnisse.
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Stochastik

Das Geburtstagsproblem

Bezug zum Lehrplan Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte: - - - —

Mehrstufige Zufallsexperimente ||lis
131132
141144
15(176
16(180
17(186
18(195
18(207
201210
211215
221231
231238
241240
25|240
261254
271269
281284
293|355
30(364

| Mo Resize Swap Keyboard
& Datei Edit Grafik Calc

FEi] & [w]=[ [l 5]

=T
15 140.776900. 22310
16 150.747100. 25290
17 16/0.716400. 28360
B 1710.0849910. 31501
19 180.653090. 34691
20 190.620880. 37912
2Ly  20[0.58856)0.41144
22 21/0.556310. 44369
(28] 22(0.524300. 47570
24 23(0. 492700. 50730,
25 24/0. 46166/0. 53834
26 25(0. 4313000. 56870
B =610. 401760, 59624,
128 | 270.373140. 62686
29 28(0. 34554 0. 65446
30 290.319030. 68097
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Der passende Befehl ist: = rand(1,365). Da sich
in der Tabellenkalkulation die Werte nicht so
einfach ordnen lassen Ubertragen wir diese in
das Statistik Mena.

Spalte markieren -> Datei -> Export ->

Als Variable list7 und als Typ Liste wahlen

Im Statistik MenU:

Edit -> Sortieren -> ansteigend

In Spalte A stehen die Anzahlen, auf die Bezug
genommen wird.

B2: =B1-(365-(A2-1))/365

Die weiteren Zellen erhalt man Uber:

Markieren -> Kopieren -> entsprechende Zellen
markieren -> Einfligen

Das heif3t in Spalte B stehen die
Gegenwahrscheinlichkeiten.

C1: =1-B1

Die weiteren Zellen erhélt man entsprechend
wie in Spalte B.

Das Geburtstagsproblem:

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass in
einer Gruppe von n Personen zwei am gleichen
Tag Geburtstag haben.

Zun&chst ist es hilfreich, ein wenig zu
experimentieren. Dies kann durch Umfragen in
einzelnen Klassen bzw. Kursen, Recherchieren
in Lexika oder natirlich auch digital
geschehen.

In der Tabellenkalkulation lassen sich zum
Beispiel 30 Zufallszahlen erzeugen aus der
Menge {1, 2, 3, ..., 365} Dabei setzen wir
voraus, dass die Geburtstage bezogen auf das
Jahr gleichverteilt sind.

Damit man die Werte hinsichtlich ihres
Auftretens besser erfassen kann, ist es
hilfreich, diese der GroBe nach zu sortieren.
Wir interessieren uns nun fiir die Abhangigkeit
der Wahrscheinlichkeit daflir, dass mindestens
2 Personen am gleichen Tag Geburtshaben,
von der Anzahl n.

Dazu berechnen wir jeweils die
Gegenwahrscheinlichkeit g und bestimmen p

Mit: p=1-q
Far q gilt:
_ 365 364 363 365-(n—1)
97365 365 365 365

Die Werte in Abhangigkeit von n lassen sich
am einfachsten mit einer Tabellenkalkulation
bestimmen.

Aus den Werten ist abzulesen, dass die
gesuchte Wahrscheinlichkeit fir n = 23 das
erste Mal gréBer als 0,5 ist.
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— Simulation mit Wurfeln und Munzen

Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:
Mehrstufige Zufallsexperimente,
Urnenmodelle

Die Schilerinnen und Schler

(1) planen und beurteilen statistische
Erhebungen und nutzen dabei auch digitale
Mathematikwerkzeuge,

(2) untersuchen und beurteilen Stichproben
mithilfe von Lage- und StreumaBen,
und verwenden das Summenzeichen,

(8) verwenden Simulationen zur Untersuchung
stochastischer Situationen und

nutzen dabei auch digitale
Mathematikwerkzeuge,

(4) verwenden Urnenmodelle (Ziehen mit und
ohne Zuriicklegen) zur Beschreibung von
Zufallsprozessen und zur Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten

‘? ‘E | autalserperinent |
e ) 1 Wirfel
- ‘%’l ‘@ Ozwnrier
o o [ 2 Wrfel x
[t (s (EEE]
()(es)@n)] | i
“s'ﬂi J_)-H_d ‘j(i oK -Abbrechen
i:rn([2 8 4 5 6 L
29 53 77 99 156 158
[2 29 ]
d 53
4 77
5 99
6 156
7 158
8 121
9 125
10 82
11 67
12 33

matToList (ans, 2)=>list2

{29, 53,77, 99, 156, 158, 121/

-

[ Bl=

2 3 4 56 7 8 9 10111213

B %

2 Auto

Standard
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Im Bereich main gibt es ein Werkzeug zur
Simulation des Wurfelns und fur Urnenmodelle
(s. Abb. links)

Es ergibt sich ein Ausdruck wie zum Beispiel in
der Abbildung links. Durch den Befehl trn wird
daraus eine Matrix. Zur Visualisierung sind die
Werte in den Statistik Bereich zu Ubertragen.
Damit dies mdglich ist, missen die Spalten der
Matrix in Listen verwandelt werden. Da dies nur
spaltenweise geschehen kann, lasst man den
Befehl (s. Abb. links) zunéchst fur Spalte 1 und
list1 ausflihren und andert dann einfach jeweils
1in 2 um. Alternativ hatte man die Spalten
einzeln rauskopieren kdnnen und dann den
Befehl auf die einspaltigen Matrizen ausfihren
lassen.

Im Statistik Menu sollten dann die beiden
ersten Spalten mit den Werten gefiillt sein.

Um das Histogramm lins zu erhalten, muss
zuné&chst im Bereich die folgende
Einstellung gewahlt werden.

Stat-Grafik einst.
(1]2[3]4]5]6]7]8]89
O Ein

|| Zeichn.:

Aus
Typ: |_Histogramm M
X-List: | list1 [v
Haufigk: [ Tist2 [v
e

Grafik einstellen -> StatGraph2

Das Histogramm wird mittels [aa] ausgegeben.
Wenn man das Gleiche mit mehr als zwei
Wiirfeln durchfilhren méchte, muss man dies in
der Tabellenkalkulation machen und den Befehl
=rand(1,6) wéahlen.

Am Anfang eignet sich sicher ein relativ
einfacher Zugang zu Zufallsexperimenten, da
ja im Einfihrungsjahr Stochastik nicht Thema
des Unterrichts ist.

Als Zufallsexperiment diskutieren wir das
Werfen zweier Wiirfel und betrachten als
Ereignis die Augensumme.

Leider ist die Anzahl der Durchfiihrungen auf
1000 begrenzt. Ansonsten bote sich schon hier
die Méglichkeit, das Gesetz der groBen Zahlen
vorzubereiten.

Im Folgenden betrachten wir ein Urnenmodell
mit 6 verschiedenen farbigen Kugeln. Diesen
werden die Buchstaben A, B, ..., F zugeordnet.
Die Anzahlen der Kugeln entnimmt man der
Abbildung (s. 89 oben rechts).
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— Erwartungswert, Varianz und
Standardabweichungg

Bezug zum Lehrplan Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Mehrstufige Zufallsexperimente,

KenngréBen: Erwartungswert, Varianz,
Standardabweichung ABCDEF
123456
Die Schilerinnen und Schler T, 1000
(1) planen und beurteilen statistische A B C E F
Erhebungen und nutzen dabei auch digitale
Mathematikwerkzeuge, 48 91 139 200 225 297
(2) untersuchen und beurteilen Stichproben
mithilfe von Lage- und StreumaBen, ‘ A B l C
und verwenden das Summenzeichen, 1 0 04762 48. 288
(3) verwenden Simulationen zur Untersuchung 2_0 09524: 91 455j
stochastischer Situationen und 3 0.14286 139| 417
nutzen dabei auch digitale 4 0.19048 200 600
Mathematikwerkzeuge, 5 0.23810 22 5 450
(4) verwenden Urnenmodelle (Ziehen mit und —6 0.28571 297 297.
ohne Zurlicklegen) zur Beschreibung von 7 .
Zufallsprozessen und zur Berechnung von 8
Wahrscheinlichkeiten 9
10 0.04762  47.6/ 285.6
11 0.09524 95| 475
12 0.14286 143 572

]

13 0.19048 190/ 570!
2 Wiirfel +

Versuchsanzahl: 100
Wiirfelflachen: 2

2 3 4
25 51 24
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Im MenUpunkt lassen sich auch
Urnenmodelle simulieren. Die gemachten
Einstellungen lassen sich aus der Abbildung
links entnehmen.

In Spalte A sind die sich ergebenden
Wahrscheinlichkeiten auf Grund der Anzahl

der Kugeln n&herungsweise angegeben. In der
Tabellenkalkulation lassen sich Briiche nicht
direkt eingeben, so dass mit ihnen exakt weiter
gerechnet werden kann.

Einzugeben ist: A1: =1/21 usw.

Die ersten 6 Werte in Spalte B lassen sich direkt
Ubertragen: markieren -> Kopieren -> Wechsel
in die Tabellenkalkulation -> Einfiigen

Der zweite Teil ergibt sich durch Multiplikation
der Werte in Spalte A mit der Anzahl der
Versuche (1000)

Die Spalte C bezieht sich auf die Tabelle rechts
und gibt die Wertigkeiten an.

Auch Minzwiirfe lassen sich mit dem Wiirfel
Tool simulieren. Man wahlt dazu fur die
Wirfelflachen: 2.

Als Ergebnismenge ergibt sich dann
automatisch:

{(1;1); (1,2); 2,1); (2,2)}

Fur eine neue Simulation muss man aus dem
Bereich main heraus- und wieder hineingehen.

Im Unterschied zur obigen Situation hat man
jetzt keine Gleichverteilung mehr.

Es lassen sich Wahrscheinlichkeiten fir die
einzelnen Farben (In der Abb. links durch
Buchstaben gekennzeichnet) bestimmen und
mit den theoretischen Werten vergleichen.

Theoretischer Wert Simulierter Wert
1/21=0,0476 0,048
2/21=0,095 0,091
3/21=0,143 0,139
4/21=0,190 0,2
5/21=0,238 0,225
6/21~0,286 0,297

Wir geben jetzt den einzelnen Farben noch
einen Wert, und zwar:

A B C D E F

6 5 4 3 2 1

Man koénnte jetzt daraus ein Glicksspiel
machen, indem Spielende die Mdglichkeit
haben, auf Farben zu setzen. In Spalte C
stehen die mit den entsprechenden Faktoren
multiplizierten Werte aus Spalte B.

Far Schilerinnen und Schuler kdnnte es auf
den ersten Blick erstaunlich sein, dass die
Zahlen nicht in etwa gleich groB3 sind. Bei den
theoretisch gewonnenen Werten féllt auf, dass
es eine Symmetrie (auf Grund von Rundungen
gibt es kleine Unterschiede.) gibt.

Fdr den Munzwurf machen wir folgende
Zuordnung: Kopf: 2, Zahl: 1

Es werden 2 Minzen geworfen und die
zugeordneten Werte addiert. Die Schiilerinnen
und Schiller erkennen und kénnen begriinden,
dass das Ergebnis {Z, K} hdufiger vorkommt (s.
Abb. links) als die beiden anderen.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Mehrstufige Zufallsexperimente,
Urnenmodelle

KenngroBen: Erwartungswert, Varianz,
Standardabweichung

Die Schilerinnen und Schiiler
(2) untersuchen und beurteilen Stichproben

mithilfe von Lage- und StreumaBen,
und verwenden das Summenzeichen

A i
2 Lev 90 46.5
3 Stut 73 42
4 Miinch 72/18. 7405
5 |Leipz 65
6 Dort 63
7 Frank 47
8 Hoff 46
9 Heid 42
10 Bremen 42
11 Freibg 42
12 Augsbg 39
13 Wolfsbg 37
14 Mainz 35
15 M’gladb 34
16 Berlin 33
17 Bochum 33
|18 Kéln 27|
A | C
2 St. Pau. 69
3 Kiel 68
4 D'dorf 63
5 Hambg 58
6 Karlsr. 5547.
Y Hannov 52 45.5
8 Paderb. 52|12.3072
9 Fiirth 50|
10 Hertha 48
11 schalke 43
12 Elversbg 43
13 Niirnbg 40
14 Kaiserl 39|
15 Magdebg 38
16 Braunsc.. 38
17 Wiesb 32|
19 Osnabr | 28|
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Vereine und Punkte wurden per Hand
Ubertragen. In Zelle C1 steht der Mittel- bzw.
Erwartungswert. In C2 der Median und in C3
die Standardabweichung. Die daflr nétigen
Befehle findet man in Calc -> Listenstatistik ->
mean, median oder stdDev

Einen Befehl flr die Varianz (variance) findet
man ebenfalls dort.

Es sei hier darauf hingewiesen, dass im Abitur
die oben genannten Berechnungen nicht
zulassig sind.

Um dieses zu umgehen kann man folgendes
tun:

Der Mittelwert |&sst sich direkt bestimmen
durch: =sum(B2:B19)/18. Fir die Bestimmung
der Standardabweichung fiihrt man eine
weitere Spalte ein.

C2: =(B2-46.5)"2 Die Spalte C wird mit
Kopieren und Einfligen gefillt. Die Werte in C
werden aufsummiert und es wird die Wurzel
gezogen.

Bzgl. der Berechnungen von Erwartungswert,
Varianz und Standardabweichung gilt gleiches
wie oben.

Als Beispiel fur die Diskussion von
Erwartungswerten und Standardabweichungen
wahlen wir die Abschlusstabellen der 1. und

2. Bundesliga der Saison 23/24. Die Tabellen
findet man im Netz.

Aus den Werten erkennt man, dass die
Standardabweichung relativ groB ist. Das liegt
daran, dass die Werte doch sehr streuen.
Deswegen nehmen wir als Ergdnzung noch die
Werte der 2. Liga hinzu.

Diese realen Werte sollen verglichen werden
mit dem Ansatz, dass die Ausgange der Spiele
rein zuféllig sind. Dabei gehen wir davon aus,
dass 25% der Spiele unentschieden enden.

Punkte 3 1 0

Wahrsch. | 37,5% 25% 37,5%

Daraus lassen sich der Erwartungswert,
Varianz und die Standardabweichung
bestimmen:

Flr ein Spiel:
H=3-0375+1-0,25=1,375

V= (1,375-3)%- 0,375

+(1,375-1)2- 0,25 + 1,375° - 0,375
=1,734375

Fir eine Saison:
pu= 34 -1,375 = 46,75

V=34 -V'=589687 — O =7,68
Zumindest der Erwartungswert stimmt gut mit
den realen Werten Uberein.

Die Abweichungen bzgl. der
Standardabweichung lieBen sich erwarten.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Mehrstufige Zufallsexperimente,
Urnenmodelle

KenngroBen: Erwartungswert, Varianz,
Standardabweichung

Die Schilerinnen und Schiiler
(2) untersuchen und beurteilen Stichproben

mithilfe von Lage- und StreumaBen,
und verwenden das Summenzeichen

& Edit Strg 1/0 Vers.

N]

DEECHE

for 1sn to 100
02z

13w

While (not(w=6))
rand(1, 6)>w
if (not(w=6))
then

z+1>z

IfEnd

WhileEnd
n>listl[n]
z2list2[n]
print n

next

& Datei Edit Grafik Calc

B EENEMmE
A B &
1 1 5
2 2 19 4.51
3 3 0
4 4 0
5 | 3 0
6 6 1
7 7 0
8 8 6
9 9/ 1
10 10 2
11 11 0
12 12/ 16
Q0
1/6% 2 (nx(5/6)~(n=1))
n=1
6
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Um ein Programm zu erstellen, geht man
natdrlich in das Menl und wéhlt Programm
Edit -> Neue Datei -> Der Name darf

aus bis zu 8 Zeichen bestehen. Danach
gelangt man automatisch in den Editor zur
Programmeingabe.

Um die Werte anschlieBend weiter zu
verarbeiten, werden sie in Listen gespeichert.
Die vorletzte Zeile “print n* ist natirlich nicht
erforderlich.

Mit verlasst man den Editor.

[»] startet das Programm. Die Daten kénnen im
Statistik Modul direkt eingesehen werden.

Am einfachsten lassen sich Erwartungswerte in
der Tabellenkalkulation bestimmen.

Datei -> Import
Variable: list1

Zelle: A1

Datei -> Import
Variable: list2

Zelle: B1

C2: =mean(B1:B100)

Frage: Wie lange muss man im Durchschnitt
warten, bis man eine ,,6“ wirfelt?

Um diese Frage zu beantworten, lasst sich
natdrlich der Erwartungswert berechnen.

Im Vergleich dazu ist es interessant, eine
Simulation durchzufiihren.

Das Programm fir eine solche Simulation ist in
der Abbildung links dargestellt.

Der simulierte Wert von 4,51 erscheint als zu
niedrig.

Der Erwartungswert lasst sich natdrlich auch
theoretisch ermitteln.

Anzahl 1 2 3 4
Wahrsch- | 1 5.1 551 @3- 1
einlich- |6 6 6 666 (6 6
keit

Daraus folgt:

Der Grenzwert l&sst sich auch ohne ClassPad
Unterstltzung berechnen.

=t 2 ) o )
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Die Binomialverteilung

Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Mehrstufige Zufallsexperimente,
Urnenmodelle

KenngroBen: Erwartungswert, Varianz,
Standardabweichung

Die Schilerinnen und Schiler
(2) untersuchen und beurteilen Stichproben

mithilfe von Lage- und StreumaBen,
und verwenden das Summenzeichen

© Edit Strg 170 Yers.

CRE B BDBDREE

[vollSer N

© Datel Edit Graph Cslc

SIBE0NEMAEE
A | B | C [ D

1 19 14.2129

2 10 152327.3529

3 14| 15.23 1.5129
4 11 17.8929

5 2238.9971 45. 8329

| 6 | 116.2447717.8929

7 37 473.933

8 16 - 0.5929

9 11 17.8929

10 29| 189.613

11 25 95. 4529

12 9 38,8129

13 19 14,2129
14 13 - 4.9729

15 23| 60. 3729

16 15 0.0529
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Wie ein Programm zu erstellen ist, wurde oben
beschrieben.

list1[j] bezieht sich auf das j-te Element der
Liste mit dem Namen list1.

Die ersten 6 Zellen von list1 entsprechen den
jeweils gewdrfelten Augenzahlen. Wenn zum
Beispiel eine ,4“ gefallen ist, wird die 4. Zelle
mit einer 1 belegt. Nur wenn alle Zellen 1 bis
6 mit einer 1 belegt sind, endet der Durchlauf.
Durch die For-Schleife gibt es 100 Durchlaufe.

Mit Hilfe der Import Funktion (Anwendung
wie oben) lassen sich die Daten in die
Tabellenkalkulation tUbertragen.

B2: = sum(A1:A100)

B3: =B2/100

C1: = (A1-B3)A2
C2: = (A2-B3)"2
usw.

B5: = sum(C1:C100)
B6: = B570.5

Das Problem der vollstédndigen Serie

Vor allem beziiglich von Sammelbildern stellt
sich die Frage, wie viele Packungen man im
Schnitt kaufen muss, um eine vollstandige
Serie zu erhalten. Wir fihren die Simulation
bezogen auf ein Wirfelmodell durch, das
heiBt, wie oft muss man im Durchschnitt
wdurfeln, damit alle Zahlen mindestens einmal
vorgekommen sind. Mit dem links dargestellten
Programm wird eine Serie von 100 Versuchen
realisiert.

Auch hier lasst sich der Erwartungswert direkt
bestimmen. Dazu betrachten wir zunachst
nochmals die Frage, wie oft man in der Regel
wdurfeln muss, bis eine ,,6“ erscheint. Zur
L&sung erstellen wir ein Ablaufdiagramm.

]
0.
l-p

@

Das gesuchte Ereignis A tritt mit der
Wahrscheinlichkeit p ein. Falls das Ereignis
nicht eingetreten ist, befindet man sich wieder
in der Ausgangssituation. Daraus folgt:

E(X)=1'p+(1-p)(1+EX)) = EX)=

o |-

Dabei gibt die Zufallsvariable X die jeweilige
Anzahl der Wiirfe, bis eine ,,6“ geworfen wurde,
an.
Fir den ersten Wurf ist es vollkommen egal,
welche Zahl gewdirfelt wird. Beim zweiten Wurf
darf nur die erste Zahl nicht wieder gewurfelt
werden. Ist dies der Fall bleibt man in dem
Zustand. Das heiBt, man kann die Gleichung
oben auf jede Position anwenden. Wegen der
Linearitat der Erwartungswerte sind diese zu
addieren.

E(X)=1+E(X,)+ E(X,)+ E(X,)+ E(X,)+ E(X,)

ERNN-N N

Der simulierte Wert stimmt mit dem
theoretischen in der GréBenordnung Uberein.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Binomialverteilung: Binomialkoeffizient,
KenngroBen, Histogramme, G -Regeln

Die Schilerinnen und Schiler

(6) erklaren die kombinatorische Bedeutung
des Binomialkoeffizienten und berechnen
diesen in einfachen Fallen auch ohne
Hilfsmittel (nur LK)

& Zoom Analyse Calc ¢

B I“IEEIB’TIWIFE

list1 list2 list3 —‘

1(2
2(3 .

3(2

4(3

51

64
Cal> ["randBi.. (v |

<« >

Cal= randBin(5, 0. 5, 500)

360° Auto B 1T

& Edit Calc Grafik einst ¢

[ [3] v mlmelEEll[

p list3
.0312 .

0

0.1563
0.3125
0.3125
0.1563
0.0312

Ta> o (vl
< ] ]

360° Auto  Standard T
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Simulation wird im Statistik Meni
durchgeflihrt. Man benutzt dazu den randBin
Befehl (Diesen findet man Uber die Tastatur im
Katalog) und tragt diesen bei || Cal*["randBi..
ein. Die erste Zahl 5 gibt die Anzahl der Wiirfe
an, 0,5 betragt die Wahrscheinlichkeit fir Kopf
und die letzte Zahl bezeichnet die Anzahl der
Durchfiihrungen.

Um das dargestellte Histogramm zu erhalten,
ist zunachst Grafik einst -> Einstellung zu
wéhlen

Stat-Grafik einst.

T T T

|| Zeichn.: Ein © Aus
Typ: | Histogramm M
X-List: list1 K

Haufigk: _ 1

Fur den Ausdruck: mit: H-start: 0.5 und
H-schritt: 1

Die absoluten Zahlen erhalt man Uber Analyse
-> Verfolgen

Die Wahrscheinlichkeiten lassen sich direkt im
Statistik Modul bestimmen.

Zunachst werden die Spalten umbenannt. Dazu
wird der Kopf angeklickt und umbenannt. In die
Spalte k missen die Zahlen 0, 1, ... ,5 handisch
eingetragen werden. Unter der Spalte p wird
Cal markiert. Danach erfolgt der Eintrag unter
Cal= (s. Abb. links) Den Befehl binomialPDf
findet man wieder auf der Tastatur im Katalog.

Fur die Grafik ist wieder, Histogramm zu wéhlen

und X-List: k und H&ufigk: p.

Fir den Ausdruck: mit: H-start: 0 und
H-schritt: 1

In einem Zufallsexperiment wird eine Miinze
5-mal geworfen. Die ZufallsgroBe X gibt die
Anzahl der Képfe an. Die gesuchte Anzahl ist
binomialverteilt.

Das Experiment wird 500-mal durchgeftihrt.
Die Simulation er6ffnet die Moglichkeit die
erhaltenen Werte mit den theoretischen zu

vergleichen.

0 1 2 3 4 5
18 82 152 [164 |64 20

Im Histogramm erscheint nicht der ,,Balken* fir
0 Kopfe. Die Anzahl fir 0 Koépfe ergibt sich aus:
500-82-152-164-64-20=18

Theoretisch lassen sich die
Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der
Binomialverteilung bestimmen. Es gilt

p(X = k) = (i) - 0,5% - 0,55~

Es ist nicht erforderlich, die obige Formel
direkt einzugeben, da der ClassPad fir
die Berechnung den Befehl binomialPDf
implementiert hat.

Die Werte lassen sich direkt aus Spalte p
ablesen. (s. Abb. links)
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Binomialverteilung: Binomialkoeffizient,
KenngroBen, Histogramme, G -Regeln

Die Schilerinnen und Schiler

(6) erklaren die kombinatorische Bedeutung
des Binomialkoeffizienten und berechnen

diesen in einfachen Féllen auch ohne
Hilfsmittel (nur LK)

@& Edit Ansicht Art Calc (%]
[+ T:
F e
193 0 0
194 0 0
195 0 0
196 0 0
197 0 0 -l
198 0 0 v ]
B = o
=sum(B1:B200) v X
60
0.5

€ Datei Edit Grafik Calc

] & [ ] =][e]un] >

B C

>
4
a+b l
(a+b) "2 a~2+b"2+2-a+b
(atb)~3a"3+b"3+3-a"2- ..
(a+b)~4a~4+b~4+4+a" 3+ ..
(a+b)~5a"~5+b"5+5-a"4- ..
(a+b)"6|a"6+b"6+6°a"50 ...n
7 >
expand (B10) [‘/[x
[ C10 Wert:

<15-22-b8+120-a7b3+120-a3+b >

RO | WO BN =

[¥ C10 Formel:
expand (B10)

c10 a*10+b™10+10-a"9-b+10-a-b"g ...
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Alternativ I&sst sich die Simulation naturlich
auch in der Tabellenkalkulation durchfiihren.
Dazu wird die Spalte A mit dem Befehl
=randBin(5,0.5) geflillt.

Das Fullen geschieht am einfachsten, wie folgt:
Edit -> Fillen -> Mit Wert fiillen

Als Formel ist obige einzusetzen und als
Bereich: A7:A200, wenn die Simulation 200-mal
durchgefiihrt werden soll.

Die weiteren Spalten dienen der Auswertung. In
Spalte B werden die ,,0“ gezahlt. Dies geschieht
mit: =piecewise(A1=0,1,0)

Das bedeutet, wenn A1 den Wert 0 hat, wird
der Zelle der Wert 1 zugeordnet. Die Spalte B
wird auf die gleiche Art wie oben geflillt.
Entsprechendes gilt fir die Spalten C bis G.
Fdr A1 muss dann natirlich jeweils abgefragt
werden, ob A1=1 bzw. 2 usw...

Die Spalten B bis G werden dann einzeln
aufsummiert.

FUr das Histogramm ist die Zeile mit den
Summen zu markieren und durch wird das
Histogramm erzeugt.

Das CAS des ClassPad lasst sich auch in der
Tabellenkalkulation nutzen. In Spalte A stehen
die Zahlen 1, 2, ..., 10. Auf diese Spalte wird
fur die Exponenten Bezug genommen. Man
erkennt, dass in Spalte B die Klammern nicht
automatisch ausmultipliziert werden. Um dies
zu erreichen, steht in C2: =expand(B2).

Um die Spalten zu verbreitern:

Edit -> Format -> Automatische Breite

Fir eine genauere Betrachtung ist die jeweilige
Zelle (in der Abb. links C10) zu markieren und
[3]zu wahlen.

Die Simulation mit der Tabellenkalkulation
ist zwar aufwendiger, macht aber fir die
Schiulerinnen und Schuler die erforderlichen
Schritte transparenter.

Als Ergebnis ergibt sich:

0 1 2 3 4 5

5 33 | 58 | 66 | 32 6

Eine Durchfiihrung mit einem Wurfel- bzw.
Urnenmodell ist nicht wirklich geeignet, da mit
diesem nur ein einzelner Durchgang simuliert
werden kann.

Der Zusammenhang zwischen den
Binomialkoeffizienten und den Koeffizienten
der erweiterten Binomischen Formeln sollte
Thema des Unterrichts sein. Die Schilerinnen
und Schiiler haben so die Mdglichkeit,

die kombinatorische Bedeutung des
Binomialkoeffizienten in einem eigentlich schon

bekannten Zusammenhang zu erfahren.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Binomialverteilung: Binomialkoeffizient,
KenngroBen, Histogramme, © -Regeln

Die Schilerinnen und Schiler

(6) erklaren die kombinatorische Bedeutung
des Binomialkoeffizienten und berechnen
diesen in einfachen Fallen auch ohne
Hilfsmittel (nur LK)

£ Edit Ansicht Art Calc

AR v || | v | ] v |
| C -
1 1]7. 9e-29
2 2||7. 9e-29|
3 3|l3. 9e-27
4 4]1.3e-25
5 5[3. 1e-24
6 6fj5. 9e-23 v
[ [ =
=p(Al) [v]x
#
-+
0. 05

€ Datei Edit Grafik Calc
'Di| B A = v ||l 'E
A B [ ¢ |D
1 17.9e-29 o
2 2/7.9e-29](1. 6E-28
3 3 3.9e-27 1.6e-28
4 41.3e-25 4. 1e-27
5 5 3.1eg-24/1. 3e-25
6 6|5.9e-23|3. 2e-24
<« =]
=sum ($B$1:B2) v | X
1.
f‘
+
+
+
+
7
+
+
+
W
' 100

C21.57772181e-28
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Im Bereich main wurde zunachst die Funktion
p(x) definiert:

Define p(x)=binomialPDf(x,100,0.5)

Diese Funktion steht einem dann auch in der
Tabellenkalkulation zur Verfligung.

In Spalte A stehen die Zahlen 1 bis 100, auf die
dann die Funktion p(x) angewandt wird (s. Abb.
links).

Das Kopieren funktioniert am einfachsten:
Al1:1->A2: A1+1 -> A2 markieren

Edit -> Fillen -> Mit Wert fiillen

Als Formel erscheint automatisch: A7+1
Bereich: A3:A100

Mit der Spalte B wird entsprechend verfahren.
Fur die Grafik werden die Spalten A und B
markiert und gewahit.

Man kdnnte die Tabelle so gestalten, dass man
Werte fir beliebige Einzelwahrscheinlichkeiten
bekommt. Es ist dann im main folgendes zu
definieren:

Define p(x,y)=binomialPDf(x,100,y)

In C1: der Wert fUr die Einzelwahrscheinlichkeit
In B1: =p(A1,$C$1)

Durch eine Anderung des Wertes in C1 werden
dann die Werte in Spalte B entsprechend
geéndert.

Aus der obigen Tabelle lassen sich leicht die
Werte fir die kumulierte Binomialverteilung
erzeugen (s. Abb. links).

Dazu wird eine weitere Spalte angelegt (s. Abb.
links)

C2: =sum($B$1,B2)

Durch das $ bleibt der erste Wert fest und die
Summation erfolgt bis zum zweiten Wert.
Klickt man die Kreuze in der Abbildung links
direkt mit dem Stift an, so wird der Wert unten
links angezeigt. Man kann so zum Beispiel
relativ einfach herausfinden, ab welchem x die
Wahrscheinlichkeit p=50%

Ist.

Mit Unterstitzung des ClassPads lassen

sich natdrlich auch Wertetabellen fur die
Binomialverteilung erstellen und die Verteilung
grafisch darstellen.

Gleiches gilt fir die kumulierte
Binomialverteilung.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

KenngroBen: Erwartungswert, Varianz,
Standardabweichung

Binomialverteilung: Binomialkoeffizient,
KenngroBen, Histogramme, O -Regeln

binomialPDf (50, 105, 0. 43)
0.04940481993

binomialPDf (50, 500, 0. 43)
1.518974684E-59

<«mialCDf (100, 200, 500, 0. 43)
0. 09484355007

EBinomialCDf(U. 05,500, 0. 43)
197

«inomialCDf (0. 475, 500, 0. 43)
214

binomialPDf (215, 500, 0. 43)
0.03601890225

& Datei Edit Grafik Calc

(] & [A[= ]l

A B
2.16

ll

=1 | W b =
OO = W WIN
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Den Befehl binomialPDf findet man im
Katalog. Man kann ihn aber auch direkt
buchstabenmaBig eingeben oder:

Main -> Interaktiv -> Verteilungsfunktionen ->
Diskret -> binomialPDf

Den Befehl fur die kumulierte Binomialverteilung
findet man ebenfalls auf die gleiche Art wie
oben. Die ersten beiden Werte geben die
Grenzen, der dritte die Anzahl der Durchldufe
und der letzte die Wahrscheinlichkeit an.

Der Befehl fur die Umkehrfunktion lautet:
InvBinomialCDf. Fur die Eingabe gilt im Prinzip
das gleiche wie oben. Es ist dann Umkehrfkt.
anstatt Diskret zu wéahlen.

Die Spalte A wird durch den Befehl
=randbin(12,1/6) erzeugt. Dies wird zundchst in
A1 eingetragen.

A1 markieren

Edit -> Flllen -> Mit Wert fiillen

Als Formel ist schon obiges eingetragen.
Bereich: A2:A7100

B1: =mean(A1:A100)

Im Gegensatz zu Formelsammlungen

lassen sich Wahrscheinlichkeiten flr die
Binomialverteilung mit dem CAS fir beliebige
Werte bestimmen.

Des Weiteren wird fiir die Schulerinnen und
Schiller aus dem zweiten Wert ersichtlich,
dass es keinen Sinn macht, nach der
Wahrscheinlichkeit fur eine bestimmte
Trefferanzahl zu fragen, wenn die Anzahl der
Durchlaufe hinreichend groB ist. Deswegen
wird sich eher die Frage stellen, wie groB3

die Wahrscheinlichkeit fur ein Intervall ist,

so dass die Anzahl der Treffer Element des
Intervalls ist. Ergebnisse liefert die kumulierte
Binomialverteilung.

Des Weiteren kénnte sich die Frage ergeben,
wie grof3 ein Intervall sein musste, damit die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer aus dem
Intervall zum Beispiel 5% betragt.

Die Antwort wird durch die inverse
Verteilungsfunktion gegeben.

Genau wie bei der Arbeit mit Tabellen beziehen
sich die Werte auf Intervalle [0; ...]

Wenn man das 5% Intervall um den
Erwartungswert sucht, muss man das Intervall
I= [0, K] suchen, so dass p(l) = 0,475.

Als Ergebnis erhalt man | = [215,215]
Vergleicht man dies mit der Wahrscheinlichkeit
fir hochstens 215 Treffer, so ergibt sich nicht
der Wert von 5%.

Fdr Schilerinnen und Schiler ist es wichtig

zu erfahren, dass es unter Umsténden keine
exakten L&ésungen gibt, da es sich ja um eine
diskrete Verteilung handelt.

Ein Wirfel wird 12-mal geworfen und die
Anzahl der ,,6“ bestimmt. Das Ganze wird 100-
mal durchgefiihrt. Wir interessieren uns dafur,
wie oft die Zahl 6 im Mittel auftritt.

Es ergibt sich ein durchschnittlicher Wert von
E=2,16.

Dieser Wert wird verglichen mit dem
Erwartungswert der Binomialverteilung.
(Fortsetzung auf den nachsten Seiten)
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— Erwartungswert, Varianz und
Standardabweichung bzgl. der Bionmialverteilung

Bezug zum Lehrplan Screenshot
£ Datei Edit Grafik Calc
L] e [ =]
Inhaltliche Schwerpunkte: c D | E )
KenngroBen: Erwartungswert, Varianz, . L (TR BE] L
, 2 10.269180. 26918
Standardabweichung i
. . ) . . i 3 2|0.296090.59219
Binomialverteilung: Binomialkoeffizient, 1 310.197400. 59219
KenngréBen, Histogramme, O -Regeln - :
’ ’ 5 4/0.088830. 35531
6 5/0.02842/0.14212
. . . 7 6/6.63e-30.03979
Die Schilerinnen und Schiiler 8 711.148-3 7. 96E-3
. , 9 8/1.42g-4 1. 14E-3
©)] verwgnden Slmulgt|onen zur Untersuchung 10 9/1.26E-5 1. 14E-4
StOChaStISCh.eI’ S|tua'!:|0.nen und T 10/7.58Ee-7 7. 58E-6
nutzen dal_ael auch dlgltale 12 112. 76E-8/3. 03E-7
Mathematlkwerkzeuge 13 12 4.68-10/5.51E-9
14 2
144
16 (v |
<] [ L)
=binomialPDf (C1,12,1/6) |V | X
D1 0.1121566548 am

wi] B [a]=] 2] ]V
N o |
10 1 10.11111 l
11 1 2 0.2
12 0 200.18182
s 0 200.16667
14 1| 3)0. 23077
15 1 40. 28571 l
0 e )
[v]?
0.4
100

D1:0999
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

C1:0

C2: =C1+1

C2 markieren -> Edit -> Kopieren ->

C3 bis C13 markieren -> Edit -> Einfligen

D1: =binomialPDf(C1,12,1/6)

Flllen des Restes der Spalte D entsprechend
wie bei Spalte C

E1: =C1*D1

Fallen wie oben

E14: =sum(E1:E13)

In der Spalte A stehen die Zahlen 1bis 100.
Spalte B. =rand(0,1)

Spalte C: In dieser Spalte werden die ,,1* aus
Spalte B bis zu der jeweiligen Zelle Cn addiert.
Dies gelingt durch: =sum($B$1:Bn)

In Spalte D stehen die Quotienten aus Spalte A
und C

In Spalte A sind die mdglichen Ergebnisse des
Ausgangs, wenn 12-mal gewdurfelt wird und die
Anzahl der ,6“ gezahlt wird.

In Spalte B sind die mit Hilfe der
Binomialverteilung berechneten Werte der
Wahrscheinlichkeit aufgefiihrt. Nach Definition
des Erwartungswertes werden diese mit der
Anzahl des Auftretens multipliziert und addiert.
Das Ergebnis steht in Zelle E14 (s. Abb. links)
Es ergibt sich eine gewisse Abweichung
zwischen dem theoretischen und dem
experimentell gewonnenen Wert.

Schilerinnen und Schiler kdnnen so erfahren,
dass sich der experimentelle Wert der ,,2“
annahert, wenn die Anzahl der Simulationen
erhéht wird.

Fir eine Visualisierung des empirischen
Gesetzes der groBen Zahlen eignet sich eher
die folgende Simulation:

Es wird ein MOnzwurf simuliert, wobei der
Zahl die ,,0“ und dem Kopf die ,,1“ zugeordnet
wird. Die Minze wird 100-mal geworfen und
nach jedem Wurf werden die ,,1“ aufaddiert.
Dadurch lasst sich die relative Haufigkeit

fir das Auftreten von Kopf bestimmen. Die
Schillerinnen und Schiler kdnnen erkennen,
dass sich der Wert stabilisiert und sich einem
Grenzwert anndhert. Es ist erforderlich zu
diskutieren, dass dies kein Grenzwert im Sinne
der Analysis ist.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

KenngroBen: Erwartungswert, Varianz,
Standardabweichung

Binomialverteilung: Binomialkoeffizient,
KenngroBen, Histogramme, O -Regeln

Die Schilerinnen und Schiler

(8) verwenden Simulationen zur Untersuchung
stochastischer Situationen und

nutzen dabei auch digitale
Mathematikwerkzeuge

@ Datei Edit Grafik Calc
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Spalte A wurde, wie auf S. 98 beschrieben
erzeugt.

C1: =($B$1-A1)A2

B1: =mean(A1:A100)

Die restlichen Zellen der Spalte C wurden dann
durch das Kopieren von C1 gefllt.

B3: =mean(C1:C100)

B5: =/B3

Die Spalten E und F entsprechen den Spalten C
und D in der Abbildung, S. 99 oben.

G1: =F1*(2-E1)"2

Die ,2“ wurde von oben Ubernommen. Die
anderen Zellen von Spalte G sind entsprechend

gefullt.

G14: =mean (G1:G13)
G15: _yg14

E15: =J12*§*§
A1:0.5

A2: =A1+0.5

B1: =Int(A1*/(100*0.4*0.6)

Dies ist erforderlich, da die Grenzen fir
die Binomialverteilung nur ganzzahlig
sein kénnen.

-> B1 markieren -> Edit -> Fullen -> Mit
Wert fiillen

Die Formel wird automaisch wegen der
Markierung von B1 eingesetzt.

Bereich: B1:B20

C1: =binomialCDf(40-B1,40+B1,100,0.4)
Aufflillen entsprechend oben

Spalte A und C markieren und
wahlen.

Wir beziehen uns nach wie vor auf das Werfen
eines Wirfels.

Daflir werden Varianz und
Standardabweichung einmal mit Hilfe der
Simulation und einmal theoretisch bestimmt.

Es zeigt sich, dass die Werte ganz gut
Ubereinstimmen.

Die zweite Tabelle bestatigt anhand eines
Beispiels, dass die Standardabweichung direkt
berechenbar ist.

Es gilt: ¢ =(n-p:(1-p))

Wir wollen als ndchstes untersuchen, wie

sich die Wahrscheinlichkeiten in Bezug

auf O -Umgebungen um den Erwartungswert
verhalten. Es werden dazu folgende Intervalle
betrachtet:

[b-0,50;u+0,56],[u- o;u+9],...

[b-100;p+100]

Als Beispiel wéhlen wir eine Binomialverteilung
mitn =100 und p=0,4

Ein entsprechendes Verhalten gilt auch fur
Binomialverteilungen mit anderen Kennzahlen.
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Die Normalverteilung

Bezug zum Lehrplan Screenshot
Inhaltliche Schwerpunkte: A B C
E 0.1 0.2
KenngroBen: Erwartungswert, Varianz, 2 E 50 100
Standardabweichung 3 sigma 6 8
Binomialverteilung: Binomialkoeffizient,
KenngréBen, Histogramme, O -Regeln 4 500[0. 667690. 65812
5 E 100, 200
Die Schiilerinnen und Schiiler 6 sigma 9 12
7 1000 0. 683500. 67699
(12) erklaren die Binomialverteilung und 8 E 150 300
beschreiben den Einfluss der Parameter n 9 sigma 11 15
und p auf die Binomialverteilung, ihre : -
KenngroBen und die graphische Darstellung, 10 15000.67780/0. 68297
11 [E 200 400
(13) nutzen die Binomialverteilung und 12 sigma | 13 17
ihre KenngréBen zur Beschreibung von s 20000.685770.67208
Zufallsexperimenten und zur Lésung von i
Problemstellungen 15
16 ] | _
B =
‘=binomialCDf (B$2-B$3, B$2 | v/

& Datei Edit Grafik Calc

wi] & [a [ =] [ ]~
I J K D

1 0.8 0.9

2 400 450 f

3 8 6 |

4 0.65812/0.667696.06140

5 800 900 '

6 12 9 :

7 0.676990.683506.12593

8 12000 1350 ;

9 15 11 j
10 0.682970.67780/6. 10028|

11 1600/  1800|

12 17 13 |
13 0.672080.685776.11423
14 ,

15 Pp. 67783

16 v
(< = >
=sum (K4:K13) /36 v X
K15 0.6778290258 )

111



Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Tabelle ist so aufgebaut, dass in Zeile 1 die
Einzelwahrscheinlichkeiten (0.1, 0.2, ...,0.9)
aufgeflhrt sind. Die Anzahlen stehen in A4,

A7, A10 und A13. In den Zeilen 2, 5, 8 und 11
sind jeweils die Erwartungswerte bezogen auf
die Zelle in Zeile 1 und die entsprechenden
Anzahlen berechnet. Entsprechendes gilt fiir die
Standardabweichung in der Zeile darunter. Die
jeweiligen Wahrscheinlichkeiten werden in den
Zeilen 4, 7, 10 und 13 berechnet.

B4:
=binomialCDf(B$2-B$3,B$2+B$3,$A4,B%1)

Die Formel ist so aufgebaut, dass die Zelle
sowohl entsprechend in die Spalte B als auch
in die Zeilen 4, 7, 10 und 13 kopiert werden
kann.

In Spalte K werden die Summen der jeweiligen
Zeilen bestimmt

K4: =sum(B4:J4)

Aus diesen 4 Summen wird dann die gesamte
Summe gebildet und durch die Anzahl der
Daten dividiert und so der Durchschnittswert
bestimmt.

In der Tabelle links ist nur die Zelle B4 zu
andern, indem man vor die Erwdhnung der
Zelle B$3 jeweils eine 2 bzw. eine 3 setzt.

Alles andere ergibt sich von selbst.

Man héatte auch eine zusétzliche Zelle einfiigen
kénnen, auf die als Faktor vor dem Wert von
sigma Bezug genommen wird.

Dann brduchte man nur noch in diese Zelle 1, 2
oder 3 einzusetzen.

Fdr einen spateren Vergleich mit der
Normalverteilung ist es interessant, die
Wahrscheinlichkeiten fir die Binomialverteilung
bezogen auf die Sigma Umgebungen
berechnen zu lassen.

Da keine Einzelwahrscheinlichkeiten

und Anzahlen von vornherein gegeben

sind, kdnnen diese nicht wie bei der
Normalverteilung allgemein berechnet werden,
sondern es missen diese vorgegeben werden.
Wir berechnen den Erwartungswert und die
Standardabweichung fir p=0,1;0,2;...;0,9

und n=500;1000;1500;2000 (s. Abb. links)

Wir erhalten als Durchschnittswert
Pu-oc<X<py+0)=0,67783

Vergleicht man diesen Wert mit dem der
Normalverteilung (s. S. 117), so erkennt man,
dass diese sehr nahe beieinander liegen.

Entsprechende Tabellen kann man fir die 26
und 36 Umgebungen berechnen lassen.
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Der Zusammenhang zwischen
Normal- und Binomialverteilung

Bezug zum Lehrplan Screenshot

[

o (

Nur LK: h
Inhaltliche Schwerpunkte:

Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB3’sche .
Glockenkurve®), Parameter p prob ((MERFPIE |
und O, Graph der Verteilungsfunktion z-Wert unten|~7+997 |
z-Wert oben|1. 6666667 |
nur LK:
0]225°0.5 |
Die Schilerinnen und Schiiler u|125 ‘

(19) unterscheiden diskrete und

stetige ZufallsgréBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

(20) untersuchen stochastische Situationen,
die zu anndhernd normalverteilten
ZufallsgroéBen fuhren,

& Edit Zoom Analyse o ’x‘

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und O auf die Normalverteilung und

die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion 8527096 1 2z 3
I, 113 p-O 52 9
(»GauB’sche Glockenkurve®) Unterer_-7a+99'r“ Oberer=1. 666666
Ldjin(x)=binomialPDf(x. 50,0.4)
done
50x0. 43E
20
VvV 50%0. 4%0. 6 »sigma
2+V3
_x"2
define no(x)= 1 e 2
2%
done
Datei Edit Grafik Calc
5 1 b
L-zI I-VI I I&-ﬂltﬂnl I
| |
1 0[8. 15-12
2 1/2.7e-10]
3 2/4.40g-9|
4 34.695-8
D 4 3. 68E-7)
6 5 2. 26E-6]
7 61. 13e-5|
8 7 4.73e-5|
9 8 1. 69E-4
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Man wahlt das Statistik Menu:
Calc -> Verteilung -> Normal -V summiert

Unterer: -oo
Oberer: 150
O :J225
p: 125

Das Symbol oo findet man auf der Tastatur
Math2

Durch die Wahl von lasst sich die
,GauB’sche Glockenkurve visualisieren

Fur die Darstellung in der Abbildung unten
wurden zundchst im Bereich main einige
Definitionen und Zuordnungen vorgenommen.
(s. Abb. links)

Die erste Zeile ist nicht vollstéandig zu sehen.
Sie lautet:

Define pBin(x)=binomialPDf(x,50,0.4)

In der Tabellenkalkulation werden die Werte der
definierten Binomialverteilung berechnet.

A2: =AT+1

A2 markieren -> Edit -> Fullen -> Mit Wert fiillen
Formel: A1+1

Bereich: A2:A51

Die so erzeugten Daten sind in den Statistik
Bereich zu Ubertragen.

Datei -> Export

Variable list1
Typ LISTE [v]
Bereich 'A1:A51]

Der Name flr die Variablen muss dem
Namen der ersten Liste im Statistik Bereich
entsprechen.

Flr eine Altersgruppe gesunder Personen wird
der systolische Blutdruck gemessen. Man geht
von einer Normalverteilung aus mit E(X)=125
und 0 =/(225.)

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass fir
eine zufallig ausgewahlte Person der Blutdruck
groBer als 150 ist?

p(X < 150)=0.952

—p(X > 150 =1 - 0,952=0,048

Der ClassPad rechnet die Werte flir die
Darstellung auf die Funktion um, so dass:
p=0 und O =1 gilt.

Mit Unterstitzung des ClassPad lasst sich der
Zusammenhang zwischen der Binomial- und
der Normalverteilung zeigen.

Wir wahlen dazu als Beispiel eine
Binomialverteilung mit n =50 und p = 0,4
Als Erwartungswert gilt: E = 20 und fir die
Standardabweichung ergibt sich: G =2,/3

Die allgemeine Form der GauB3’schen
Glockenkurve lautet:

x2

f)=pze = ()
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Nur LK:
Inhaltliche Schwerpunkte:

Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB3’sche
Glockenkurve®), Parameter p
und O , Graph der Verteilungsfunktion

nur LK:
Die Schilerinnen und Schiiler

(19) unterscheiden diskrete und
stetige ZufallsgréBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

(20) untersuchen stochastische Situationen,
die zu anndhernd normalverteilten
ZufallsgréBen flhren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und o auf die Normalverteilung und

die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion
(,GauB’sche Glockenkurve®)

£ Zoom Analyse Calc e

HBECEEEEE S
list1 W list3 q
1 0] 8e-12
2 1| 3e-10 8
3 2| 4. 4g-9
4 3| 4.7e-8
5 4| 3.7e-7
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<« =
[ 1= |0 |

360° Auto 1T
£ Zoom Analyse Calc e (%]
EE | Vi | © | eS| 0l | v |
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Blatt1 [Blatt2 |Blatt3 Blatt4 [Blatt5|
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My23=

- no(x-E)
sigma

. _ . x-E
ya4= sigma no[ sigma )

[ ]¥25:0

—

360° Auto
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Fur die Grafik sind zundchst Einstellungen
erforderlich:
Grafik einst -> Einstellungen (s. unten)

Stat-Grafik einst. x

- '|'2 |3 4 ‘515 !_.? (89
Zeichn.: ©Ein Aus
Typ: Histogramm v
X-List: | list1 | v]
Haufigk: | main\w [ v]
-> StatGraf1 anklicken
Fur die Grafik @] wahlen.
Folgende Einstellungen vornehmen
Intervall einst.
H-Start: -0.5
H-Schr.: 1l ‘
0K Abbrechen

Durch die Wahl von kénnen die einzeln
GauB’schen Funktionen eingegeben werden.
Durch nochmalige Betéatigung von werden
die Grafen der Funktionen zusammen mit dem
Histogramm dargestellt.

Damit die Anpassung gelingt, ist eine
Verschiebung, so dass der x-Wert

des Erwartungswertes mit dem der
Binomialverteilung Ubereinstimmit,
vorzunehmen. Des Weiteren sind noch
Streckungen bzw. Stauchungen in x- und
y-Richtung erforderlich.

Die Werte fur p und O lassen sich direkt
aus den gegebenen Werten fir die
Binomialverteilung bestimmen.

Die Anpassung des Erwartungswertes in
x-Richtung gelingt durch:

XX -

Anpassung des y-Wertes fir den
Erwartungswert:

no(x) — ino(x)

22

1 —
—¢€
A
Streckung in x-Richtung:

x—p

x—p-—

Die Anpassung gelingt umso besser, je gréBer
n ist.

Aus dem Prozess wird deutlich, dass es
mdglich ist, zu einer Binomialverteilung eine
passende Normalverteilung zu finden.

Der umgekehrte Vorgang ist nicht mdglich, da
es unmoglich ist, von den beiden gegebenen
GroBen p und o auf die bestimmenden GroBen
n und p fur die Binomialverteilung zu schlieBen.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Nur LK:

Inhaltliche Schwerpunkte:

Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB3’sche
Glockenkurve"), Parameter y

und o, Graph der Verteilungsfunktion

nur LK:
Die Schilerinnen und Schiler

(19) unterscheiden diskrete und
stetige ZufallsgroBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

(20) untersuchen stochastische Situationen,
die zu anndhernd normalverteilten
ZufallsgroBen fuhren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und o auf die Normalverteilung und

die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion
(,GauB’sche Glockenkurve®)

binomialCDf (0, 40, 150, 0. 3)
0.212607595

150%0. 3
45
vV 150%0. 3%0. 7
3v£TZ

40L3no(&)dx
0 3%v14 1.5%v 14

0.1864992418

binomialCDf (0, 400, 1500, 0. 3)
2. 428619757E-3
“«/nomialCDf (0. 2126, 1500, 0.»
436
binomialCDf (0, 436, 1500, 0. 3)
0.2239138638

V1500%0. 3%0. 7
3.¥35
436 x—450
X
fg 3135 10 3av35 X

0.2151113456
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Interaktiv -> Verteilungsfunktionen -> Diskret ->
binomialCDf

binomialCDf b

Unterer [0
Oberer {40
Umfang n i]ﬁU
pos [0. 3
Erfolgswahrscheinlichkeit (0<p<1)

Die Funktion no wurde oben definiert.

Die Umkehrfunktion zur Binomialverteilung
findet sich unter:

Interaktiv -> Verteilungsfunktionen ->
Umkehrfkt. -> invBinomialCDf

Wenn keine digitalen Werkzeuge zur
Verfligung stehen, haben die Schilerinnen und
Schuler nur die Méglichkeit fur Stichproben,
deren Umfang gréBer als 100 ist, die
Normalverteilung zu nutzen. Gleiches gilt fir
Wahrscheinlichkeiten und Umfange, deren
Werte nicht in Formelsammlungen zu finden
sind; es sei denn, der Umfang ist hinreichend
klein, so dass man héndisch zu Ergebnissen
kommt.

Mit Benutzung des ClassPad bietet sich
nun die Méglichkeit, Vergleiche hinsichtlich
der Genauigkeit zwischen Binomial- und
Normalverteilung zu diskutieren.

Wir betrachten dazu das folgende Beispiel:

n=150,p=0,3
Gefragt ist p (X<40)="?
Es folgt:

p=45 o =3/2 14

Binomialverteilung:
p(x<40)=0,2126

Normalverteilung:
p(x<40)=0,1865

Es ist zu erkennen, dass sich doch erhebliche
Unterschiede (ca. 2,6%) ergeben und dass
bezogen auf die Normalverteilung eigentlich
nur die erste Stelle hinter dem Komma Sinn
macht.

Erhéht man den Umfang um den Faktor 10, so
ist zwar der Erwartungswert proportional, die
Wahrscheinlichkeiten bzw. entsprechenden
Intervalle sind es aber nicht.

Von daher bestimmen wir zun&chst ein
Intervall, das der obigen Wahrscheinlichkeit
entspricht. Aus den Daten ist erkennbar, dass
sich eine prazise Grenze nicht angeben lasst.
Setzt man anstatt der 436 die 435 ein, so
ergibt sich ein Wert von ca. 0,2073

Die Daten zeigen, dass die Werte von
Binomial- und Normalverteilung né&her
beieinander liegen, aber es dennoch einen
Unterschied von ca. 0,88% gibt.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Nur LK:

Inhaltliche Schwerpunkte:

Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB3’sche
Glockenkurve"), Parameter y

und o, Graph der Verteilungsfunktion

nur LK:
Die Schilerinnen und Schiler

(19) unterscheiden diskrete und
stetige ZufallsgroBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

(20) untersuchen stochastische Situationen,
die zu anndhernd normalverteilten
ZufallsgroBen fuhren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und o auf die Normalverteilung und

die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion
(,GauB’sche Glockenkurve®)

£ Edit Aktion Interaktiv

LS,%I {nj]PI}giJISimpII‘_hy VIJ(J:/L  J

define 1(y)=f > 1
efine I(y [45—3:1 5*\."_11"
done
I(y)
—(x—45) 2
y+45 T.e 63 p
X
]_y+45 21Vn
£ Edit Ansicht Art Calc (%]
B L
1 5|2.80624p0.
2 115.61249
3 1.5|8.41873
4 2111. 2250
S 2.95|14.0312p0. 98758
6 3|16. 83750.
ey
11 e o
n
+
+
10
]
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Auch hier kann man sich zunutze machen, dass
auch die Tabellenkalkulation CAS-féhig ist.

Zur besseren Darstellung wurde die definierte
Funktion I(y) nochmals angegeben.

Da no(x) schon oben definiert wurde, ergeben
sich jetzt einige Umformungen.

Man kann das I(y) nattrlich auch direkt
definieren, so wie es in der zweiten Zeile
dargestellt ist.

B1: =A1*1.5*/14

C1: =I(B1)

Das Bild entsteht durch die Markierung der
Spalten A und C und

Wir bleiben bei dem obigen Beispiel (n=150,
p=0,3) und bestimmen Wahrscheinlichkeiten
far Intervalle der Art:
[u-0,50;u+0,50],[u-0;4 +0],...
[u-100;u+ 100]

Es folgt entsprechend oben:

py=45 ¢ =3/2 /14

Auch hier zeigt sich eine groBe Ahnlichkeit zur
Binomialverteilung.
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— Abschatzung einer unbekannten
Wahrscheinlichkeit

Bezug zum Lehrplan Screenshot

Nur LK: )

v 130%0. 9%0. 1 dsig
Inhaltliche Schwerpunkte: 34/ 130
Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB’sche 10
Glockenkurve*), Parameter p 120 4 x-117
und o , Graph der Verteilungsfunktion ] ——¥no(——-—)dx

0 S18 S1g

nur LK: 0.8097724374
Die Schilerinnen und Schiiler iilmCDf( 0.120,0.3130 , 1 17)
(19) unterscheiden diskrete und 0.8097724374
stetige ZufallsgréBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

= " ” . |
(20) untersuchen stochastische Situationen, invNormCDf ("L ,0.93, @H
die zu anndhernd normalverteilten 118. 01 7006—8
ZufallsgréBen fiihren, :
(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und o auf die Normalverteilung und v112.5%0. 9%0. 1 »sig
die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion
(,GauB’sche Glockenkurve®) 9+v2

4

]120_1_*n0(_x_112_ S )dx

(15) interpretieren die bei einer Stichprobe 0 S8 S1g
erhobene relative Haufigkeit als Schatzung
einer zugrundeliegenden unbekannten 0.9907889373

Wahrscheinlichkeit,

- S Fodel normCDf (-1,1,1,0)

ermitteln mithilfe der o -Regeln

Prognoseintervalle fur die absoluten und 0.6826894921
relativen Haufigkeiten in einer Stichprobe und normCDf (=2, 2,1, 0)

interpretieren diese im Sachkontext, e

0.9544997361
(17) ermitteln auf Grundlage einer relativen £
Haufigkeit ein Konfidenzintervall fur normCDf (=3, 3,1, 0)
den Parameter p einer binomialverteilten 0.9973002039
ZufallsgréBe und interpretieren das —

Ergebnis im Sachkontext (Schluss von der
Stichprobe auf die Grundgesamtheit),

(18) schatzen den fir ein Konfidenzintervall
vorgegebener Lange erforderlichen
Stichprobenumfang ab,
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Alternativ zur direkten Eingabe der GauB’schen
Funktion kann man auch direkt:

Interaktiv -> Verteilungsfunktionen ->
fortlaufend -> normCDf und untenstehende
Eintragungen vornehmen.

Unterer [0
Oberer (120
¢ 0.3V (130)
u117
Interaktiv -> Verteilungsfunktionen ->

Umkehrfkt. -> invNormCDf
Mit folgenden Eintragungen:

Lage Wkt. | Links I‘l’

prob [0. 95 '

g _\f(125*0. 09 |
H|112.5

Lage Wkt. bezieht sich darauf, dass eine
Grenze von -« ausgehend bis zu einem Wert
gesucht wird. Alternativ kann man auch ein
Intervall links und rechts vom Erwartungswert
(Mittelpunkt) oder von +e nach links gehend
(Re.) berechnen lassen.

Wenn man im Bereich main

Interaktiv -> Verteilungsfunktionen ->
Fortlaufend -> NormCDf wéhlt sind nur noch
die beiden Grenzen einzugeben, da ¢ =1 und
p = 0 vorgegeben sind.

Es ist Ublich, dass Airlines ihre Flugzeuge
Uberbuchen, da in der Regel immer einige
Kunden ihren Flug stornieren. Wir gehen von
einer Stornierungsrate von ca. 10% aus.

Ein Flugzeug einer Airline verflgt Gber 120
Sitzplatze.

FUr einen Flug nimmt die Airline 130
Buchungen entgegen.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Platze ausreichen?

p=n-p=130-0,9=117

In ca. 19% der Félle muss die Airline damit
rechnen, dass die Platze nicht ausreichen.

b) Es soll abgeschétzt werden, wie viele Platze
tatsachlich bendétigt werden und wie viele
Platze zur Verfigung stehen missen, damit
die Platze mit einer Wahrscheinlichkeit von
ca. 95% ausreichen, wenn 125 Buchungen
vorliegen.

p=n-p=125-0,9=112,5

Es wéren dann im Mittel 118 Platze
erforderlich.

Aus den Werten ergibt sich, dass die Zahl

130 zu groB ist. Wenn man die 130 durch 125
ersetzt, ergibt sich eine Uberlastung nur in ca.
1% der Falle.

6 -Umgebungen des Erwartungswertes
Es qgilt:

H—o=X=uto
=S nrp—Jnp-(1-p)=X

sn-p+yn-p-(1-p)

Es ergeben sich die entsprechenden Werte fur
die Normalverteilung. Fir die Schilerinnen und
Schiiler mag es vielleicht erstaunlich sein, dass
sich unabhangig von dem Erwartungswert und
der Standardabweichung immer die gleichen
Werte ergeben.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Nur LK:
Inhaltliche Schwerpunkte:

Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB’sche
Glockenkurve"), Parameter y
und o, Graph der Verteilungsfunktion

nur LK:
Die Schilerinnen und Schiler

(15) interpretieren die bei einer Stichprobe
erhobene relative Haufigkeit als Schatzung
einer zugrundeliegenden unbekannten
Wahrscheinlichkeit,

(16) ermitteln mithilfe der o -Regeln
Prognoseintervalle fir die absoluten und
relativen Haufigkeiten in einer Stichprobe und
interpretieren diese im Sachkontext,

(17) ermitteln auf Grundlage einer relativen
Haufigkeit ein Konfidenzintervall fir

den Parameter p einer binomialverteilten
ZufallsgroBe und interpretieren das
Ergebnis im Sachkontext (Schluss von der
Stichprobe auf die Grundgesamtheit),

(18) schatzen den fir ein Konfidenzintervall
vorgegebener Lange erforderlichen
Stichprobenumfang ab,

(19) unterscheiden diskrete und
stetige ZufallsgroBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

(20) untersuchen stochastische Situationen,
die zu anndhernd normalverteilten
ZufallsgroBen fuhren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und o auf die Normalverteilung und

die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion
(,GauB’sche Glockenkurve®)

mﬂve[(h—p)2=cz°££%ggl,p]

{wwih—p) 2=0}

solve[ [1+%] 'Pz—[2°h+%] ‘P+h2=U ’ P]

.

-_(332_4_0;(jibﬂ;h_tfibi?:b;n_l
I - 2-(¢ 24 )

tzﬂ'r-cz- (ne(4:h?=4.h)=c? ).tz-h-n

)

. (R
define pu(c,n, h)=M-Iv

done

c24y _cz,(-._

define po(c,n,h)=

done

pu(1l,1000,0.31)
0.2955705646

po(1, 1000, 0.31)
0.3248090558

pu(l, 100000, 0.31)
0.308539374

po(1, 100000, 0.31)
0.311464426

|
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Wie die Abbildung links zeigt, ist die Gleichung
(*) unten rechts nicht direkt vom ClassPad
|6sbar. Es sind also einige Umformungen
erforderlich.

Die Lésungen fir p wurden in die rechte Spalte
Ubertragen.

Die beiden definierten Funktionen entsprechen
den Gleichungen rechts unten.

FUr eine Wahlprognose wurden n = 1000
Menschen befragt. Dabei stimmten 310

fur die Partei ABC. Daraus ergibt sich die
Frage, mit welchen Abweichungen bei der
endgultigen Entscheidung zu rechnen ist.
Man spricht in diesem Zusammenhang von
Vertrauensintervallen.

Es qilt:

p—c-oa=X=u+c-o
mit: c =1,2,3
—n-p-cfop =P <X
snpt+efup-A-p)

=p-c- J@ghn£p+c- i@

p(1-p)

=> |h, —p| <c- [P

> (1 —p)? < 222 (1

=2 =2, p+p?=Sp-Zp
=>(1 +;—2)p2—(2hn+c—:)p+hn2 =0

Als Lésungen ergeben sich:

p
—J—cz (n(4h,* — 4h,) — 2 — c? — 2h,n
B 2(c2 +n)
P
J—cz(n(«}hnz —4h,) —c? —c% — 2h,n
- 2(c2 +n)

Die beiden Loésungen fur p sind die linke
und die recte Grenze flr das Intervall, indem
die Wahrscheinlichkeit p mit einer gewissen
Sicherheit liegt.

Bezogen auf das obige Beispiel liegen die
maoglichen Wahrscheinlichkeiten bei einer
angenommenen Sicherheit von 16 im Intervall
[29.6%;32,5%]

Wie die Berechnungen links zeigen, ist es
erforderlich, um eine gréBere Genauigkeit
zu erreichen, die Anzahl der Menschen, die
befragt werden, erheblich zu steigern.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Nur LK:
Inhaltliche Schwerpunkte:

Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB’sche
Glockenkurve"), Parameter y
und ¢ , Graph der Verteilungsfunktion

nur LK:

Die Schilerinnen und Schiler

(15) interpretieren die bei einer Stichprobe
erhobene relative Haufigkeit als Schatzung
einer zugrundeliegenden unbekannten
Wahrscheinlichkeit,

(16) ermitteln mithilfe der o© -Regeln
Prognoseintervalle fir die absoluten und
relativen Haufigkeiten in einer Stichprobe und
interpretieren diese im Sachkontext,

(17) ermitteln auf Grundlage einer relativen
Haufigkeit ein Konfidenzintervall fir

den Parameter p einer binomialverteilten
ZufallsgroBe und interpretieren das
Ergebnis im Sachkontext (Schluss von der
Stichprobe auf die Grundgesamtheit),

(18) schatzen den fir ein Konfidenzintervall
vorgegebener Lange erforderlichen
Stichprobenumfang ab,

(19) unterscheiden diskrete und
stetige ZufallsgroBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

(20) untersuchen stochastische Situationen,
die zu anndhernd normalverteilten
ZufallsgroBen fuhren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und ¢ auf die Normalverteilung und

die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion
(,GauB’sche Glockenkurve

0.31(1-0.31)
1000

0.01462532051

4 ne u(p,c, Iﬂ:p-mkv@

done
dine o(p,c,n)=p+cxk fp*(nﬁ
done
& Edit Zoom Analyse ¢ X

7S I EE ) 2 [%ILL]'E

|Blatt1 |Blatt2 |Blatt3 |Blattd |Blatt5 |

3“81:0(.\',0. I]) [s—]]

M v62=u(x,c,n) —
v63:0 = 5 x|
lv64:0 [I-“lU 3 10
|y65:0 | = 3D |
| y66:0 50 1501000
y67:0

p 'y

xI

o[ 01020304 0506070803 1

LIEY
@

360° Reell
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Fir die untere und obere Begrenzung werden
im Bereich main zwei Funktionen definiert, die
von der relativen Haufigkeit p, dem Faktor ¢
fur die Standardabweichung und der Anzahl n
abhangen.

Fur die grafische Darstellung wechselt man in
der Bereich Grafik & Tabelle und ersetzt das

»,p* durch x. Wenn man nach dem Eintrag der
Funktionen wahlt, werden die Schieberegler
automatisch mit erzeugt.

Durch die Wahl von = lassen sich
Einstellungen fir die Regler vornehmen. Dies ist
vor allem fiir den zweiten flr n erforderlich, da
die Voreinstellung keinen Sinn macht. Sinnvoll
ist zum Beispiel ein Bereich von 50 bis 1000 mit
einer Schrittweite von 50.

Wie man oben gesehen hat, ist der Umgang
mit der Gleichung (*) nicht ganz einfach. Die
Gleichung lasst sich vereinfachen, wenn man
auf der rechten Seite das p durch hy, ersetzt.

hp(1=h
Das heit: |h, —pl=c- J;

Als Intervall ergibt sich dann:
hy - (1—hy,)

[h, —d;h, +d]lmitd =c- -

Far c=1 folgt: d=0,0146

=> [0,2954;0,3246]

Vergleicht man die beiden Ergebnisse, so zeigt
sich, dass zumindest fir das obige Beispiel
die Naherung absolut gerechtfertigt ist. Des
Weiteren wird aus der Naherung das ,/n Gesetz
deutlich.

Die Sicherheitsintervalle lassen sich grafisch
darstellen (s. Abb. links)

Schulerinnen und Schiiler kdnnen so die
Abhéangigkeit dieser Intervalle von c und n
erfahren.

Die Intervalle werden durch Strecken, die
parallel zur x-Achse verlaufen und durch

die beiden Funktionsgrafen begrenzt sind,
dargestellt.

Eingezeichnet in die Abbildung links ist das

Intervall fir p=0,3
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Arbeitsblatt zur Stochastik

1. FUr den Munzwurf machen wir folgende Zuordnung: Kopf: 2, Zahl: 1
Es werden 2 Miinzen geworfen und die zugeordneten Werte addiert.
Fihren Sie dazu eine Simulation mit dem ClassPad durch.

Waéhlen Sie dazu im Bereich main: @« (im letzten Reiter) und tragen Sie flr die Anzahl
100 und fiur die Anzahl der Flachen zwei ein, dadurch wirkt der Wurfel wie der Wurf
einer Mlnze. Interpretieren und begriinden Sie das Ergebnis.

2. Simulieren Sie das Werfen von 3 Wirfeln und bilden Sie die Augensumme. Flhren
Sie 100 Simulationen durch. Bestimmen Sie den theoretischen Erwartungswert und
vergleichen Sie diesen mit dem der Simulation.

Hinweise: Benutzen Sie dazu die Tabellenkalkulation. Die benétigte Formel lautet:
=rand(1,6). Fur die Durchfihrung: Edit -> Mit Wert flllen und geben Sie jeweils die
Bereiche an (zum Beispiel: A1:A100).

3. Bestimmen Sie den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung flr
die Abschlusstabelle der letzten Bundesliga Saison. Vergleichen Sie die Werte mit den
theoretischen, wenn man davon ausgeht, dass V4 der Spiele unentschieden enden
und alle Mannschaften als gleich stark vorausgesetzt werden.

4. Es soll im Folgenden ein Urnenmodell simuliert werden. Sie finden die Moglichkeit
einer Simulation im Bereich main. Wéhlen Sie dazu @=«. Sie finden das Symbol unter
dem Reiter .
Waéhlen Sie ,,Urne“ mit 1000 Versuchen und ordnen Sie den Farben folgende
Anzahlen zu:

ABCDEF

123456

Vergleichen Sie die Daten der Simulation mit den theoretischen Werten.
Wir ordnen jetzt den Farben die folgenden Werte zu:

A B C D E F
6 5 4 3 2 1

Es wird folgendes Spiel angeboten: Sie kdnnen auf eine Farbe setzen und erhalten
bei einem Euro Einsatz 6 Euro als Gewinn, wenn A gezogen wird, 5 Euro fur B usw.
Ein Mitschuler behauptet, es ist dann vollkommen egal, auf welche Farbe man setzt.
Was meinen Sie?
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5.Gegeben ist das folgende Programm flr den ClassPad:
Es soll eine Antwort darauf geben, wie oft man im Schnitt wirfeln muss, um eine ,,6“ zu

erhalten.

& Edit Strg 1/0 Vers.

wb

for 1»n to 100
0>z

1=>q.'

While (not(w=6))
rand(1, 6)>w

if (not{w=6))

OEE %

Zu dem ,for“ am Anfang gehoért das ,,next“ am Ende.
Diese sogenannte for-Schleife sorgt daflir, dass die
Simulation 100-mal ausgeflihrt wird. Die Variable z zahlt,
wie lange es dauert, bis eine ,,6“ gewdurfelt wird. Begrin-
den Sie dies mit der Struktur des Programms.

Die Variablen n und z werden in Listen gespeichert.
Waéhlen Sie in Inrem ClassPad den Bereich Programm:
Edit -> Neue Datei -> Wéhlen Sie einen Namen (max. 8
Zeichen).

then

1972 Danach gelangen Sie automatisch in den Editor, wo Sie
IfEnd das Programm links einge?t—;;;jr_l_ kénnen.

WhileEnd Sie verlassen den Editor m=——.  Bejahen Sie, dass die
2;11;85521 [[1'11]] Anderungen gespeichert werden.

print n

next

Lassen Sie das Programm laufen: LJ

Die Werte kdnnen mit Datei -> Import -> Eingabe A1, list1 bzw. B1 list2 in die Tabellenkal-
kulation Ubertragen werden. Mit =mean(B1:B100) erhalten Sie den Durchschnittswert.
Vergleichen Sie diesen mit dem theoretisch ermittelten Wert.

6. In einem Zufallsexperiment wird eine Mlinze 5-mal geworfen. Die ZufallsgréBe X gibt
die Anzahl der Kdpfe an. Die gesuchte Anzahl ist binomialverteilt. Es sollen die simulierten
Werte mit den theoretischen verglichen werden und ein Histogramm erstellt werden.

Die Simulation wird im Statistik Menu durchgefuhrt. Man benutzt dazu den randBin Befehl
(Diesen findet man Uber die Tastatur im Katalog) und tragt diesen bei \ Cal» |”randBi..| ein.
Es sind drei Angaben zu machen. Die erste Zahl gibt die Anzahl der Wiirfe an, die zweite
die Wahrscheinlichkeit fir Kopf und die letzte Zahl bezeichnet die Anzahl der Durchfih-
rungen. Es sollen 500 Simulationen durchgefiihrt werden.

Um ein Histogramm zu erhalten, ist zunéchst Grafik einst ->
1(2/3/4/5|6|7|8|a Einstellungzu wéhlen (s. Abb. links)
Zeichn.: Ein @ Aus Das Histogramm erhalt man mit [l

Typ: | Histogramm |+| Sinnvoll: H-start: 0.5 und H-schritt: 1
X-List: list1 ] v
[v

Haufigk: 1

Die theoretischen Werte lassen sich direkt im Statistik Modul bestimmen. In die Spalte
list1 missen die Zahlen 0, 1, ... ,5 handisch eingetragen werden. Unter der Spalte
list2 wird Cal markiert. Danach erfolgt der Eintrag unter:

Cal= binomialPDf{list1,5,0.5)
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Fir die Grafik ist wieder, Histogramm zu wahlen und X-List: list1 und Haufigk: list2.
Far den Ausdruck: mit: H-start: 0 und H-schritt: 1

7.Es ist Ublich, dass Airlines ihre Flugzeuge Uberbuchen, da in der Regel immer einige
Kunden ihren Flug stornieren. Wir gehen von einer Stornierungsrate von ca. 10% aus.
Ein Flugzeug einer Airline verfligt Uber 120 Sitzplatze. Fir einen Flug nimmt die Airline
130 Buchungen entgegen.
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Platze ausreichen?
b) Es soll abgeschatzt werden, wie viele Platze tatséchlich bendtigt werden
und wie viele Platze zur Verfigung stehen mussen, damit die Platze mit einer
Wahrscheinlichkeit von ca. 95% ausreichen, wenn 125 Buchungen vorliegen.

8.Erstellen Sie ein Histogramm fiir die Binomialverteilung (n = 60, p = 0,3)

Dazu sind die erforderlichen Daten zunédchst im Bereich Tabellenkalkulation zu
erzeugen. Mit Hilfe des Export-Befehls sind diese Daten dann in den Statistik Bereich
zu Ubertragen. Wir wollen das Histogramm mit dem Grafen der Normalverteilung
vergleichen. s

Dazu lassen Sie zunachst den Standardgrafen zeichnen. f(x) = v%e_z
Passen Sie mit Hilfe von Verschiebungen, Streckungen und Stauchungen den Grafen
der Normalverteilung an das Histogramm an.

9. Bei Wahlumfragen werden zwischen 1000 Personen (z.B. Allensbach) und 2500
Menschen (z.B. Forsa) befragt. Die Institute geben dazu an, dass die Fehlertoleranzen
zum tatsachlichen Wert bei bis zu 3% liegen kdnnen.
Widerlegen oder bestatigen Sie dies, indem Sie folgende Prognosen flr die
Bundestagswahl 2025 untersuchen. Legen Sie dabei Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 95,4 % (= 2sigma-Umgebung) zugrunde.

a) Forsa sagte am 11.3. fur die CDU 28 % voraus, fur die FDP 4 %.

b) Allenbach meldete am 21.2. 32 % flir die CDU und 4,5 % flr die FDP.

10. Im Bereich main sind die beiden Funktionen:

ulp,e,n)=p— @undo(‘p,c.n] =p+ f@

definiert worden. Erstellen Sie die folgenden Funktionsgrafen und interpretieren Sie
diese.

©_Edit Zoom Analyse o «|| Die Schieberegler werden automatisch erzeugt, wenn
Liled KU/ & vl - . vy
e i Sie ;] betatigen.
Blatt1 [Blatt2 |Blatt3 |Blattd |[Blatt5|
M yv61=0(x,c,n) o] . i . -
B v62=u(x,c, n) — || Die Schieberegler lassen sich mit = anpassen.

SED  —

i C< >

v65:0 =

\GG_ EL‘ l 150 1\1;]\_\

y67:0
e
0.9
0.8
08:7
0:6
0.5
0.4
0.3
0:2
0:1

o[ 0/1 0.2 0.30.4 05 0.6 0.7 0i8 0!8 1
B
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