— Erwartungswert, Varianz und
Standardabweichungg

Bezug zum Lehrplan Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Mehrstufige Zufallsexperimente,

Urnenmodelle Ziehen mit Zuriicklegen:

KenngréBen: Erwartungswert, Varianz,

Standardabweichung [A BCDEF
123456

. hilleri hill

Die Schulerinnen und Schiler P oar 1000

(1) planen und beurteilen statistische A B C D E F

Erhebungen und nutzen dabei auch digitale

g ? [48 91 139 200 225 297

Mathematikwerkzeuge,

(2) untersuchen und beurteilen Stichproben
mithilfe von Lage- und StreumaBen,
und verwenden das Summenzeichen,

(8) verwenden Simulationen zur Untersuchung
stochastischer Situationen und

nutzen dabei auch digitale
Mathematikwerkzeuge,

(4) verwenden Urnenmodelle (Ziehen mit und
ohne Zurlicklegen) zur Beschreibung von
Zufallsprozessen und zur Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Im MenUpunkt lassen sich auch
Urnenmodelle simulieren. Die gemachten
Einstellungen lassen sich aus der Abbildung
links entnehmen.

In Spalte A sind die sich ergebenden
Wahrscheinlichkeiten auf Grund der Anzahl

der Kugeln n&herungsweise angegeben. In der
Tabellenkalkulation lassen sich Briiche nicht
direkt eingeben, so dass mit ihnen exakt weiter
gerechnet werden kann.

Einzugeben ist: A1: =1/21 usw.

Die ersten 6 Werte in Spalte B lassen sich direkt
Ubertragen: markieren -> Kopieren -> Wechsel
in die Tabellenkalkulation -> Einfiigen

Der zweite Teil ergibt sich durch Multiplikation
der Werte in Spalte A mit der Anzahl der
Versuche (1000)

Die Spalte C bezieht sich auf die Tabelle rechts
und gibt die Wertigkeiten an.

Auch Minzwiirfe lassen sich mit dem Wiirfel
Tool simulieren. Man wahlt dazu fur die
Wirfelflachen: 2.

Als Ergebnismenge ergibt sich dann
automatisch:

{(1;1); (1,2); 2,1); (2,2)}

Fur eine neue Simulation muss man aus dem
Bereich main heraus- und wieder hineingehen.

Im Unterschied zur obigen Situation hat man
jetzt keine Gleichverteilung mehr.

Es lassen sich Wahrscheinlichkeiten fir die
einzelnen Farben (In der Abb. links durch
Buchstaben gekennzeichnet) bestimmen und
mit den theoretischen Werten vergleichen.

Theoretischer Wert Simulierter Wert
1/21=0,0476 0,048
2/21=0,095 0,091
3/21=0,143 0,139
4/21=0,190 0,2
5/21=0,238 0,225
6/21~0,286 0,297

Wir geben jetzt den einzelnen Farben noch
einen Wert, und zwar:

A B C D E F

6 5 4 3 2 1

Man koénnte jetzt daraus ein Glicksspiel
machen, indem Spielende die Mdglichkeit
haben, auf Farben zu setzen. In Spalte C
stehen die mit den entsprechenden Faktoren
multiplizierten Werte aus Spalte B.

Far Schilerinnen und Schuler kdnnte es auf
den ersten Blick erstaunlich sein, dass die
Zahlen nicht in etwa gleich groB3 sind. Bei den
theoretisch gewonnenen Werten féllt auf, dass
es eine Symmetrie (auf Grund von Rundungen
gibt es kleine Unterschiede.) gibt.

Fdr den Munzwurf machen wir folgende
Zuordnung: Kopf: 2, Zahl: 1

Es werden 2 Minzen geworfen und die
zugeordneten Werte addiert. Die Schiilerinnen
und Schiller erkennen und kénnen begriinden,
dass das Ergebnis {Z, K} hdufiger vorkommt (s.
Abb. links) als die beiden anderen.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Mehrstufige Zufallsexperimente,
Urnenmodelle

KenngroBen: Erwartungswert, Varianz,
Standardabweichung

Die Schilerinnen und Schiiler
(2) untersuchen und beurteilen Stichproben

mithilfe von Lage- und StreumaBen,
und verwenden das Summenzeichen

A i
2 Lev 90 46.5
3 Stut 73 42
4 Miinch 72/18. 7405
5 |Leipz 65
6 Dort 63
7 Frank 47
8 Hoff 46
9 Heid 42
10 Bremen 42
11 Freibg 42
12 Augsbg 39
13 Wolfsbg 37
14 Mainz 35
15 M’gladb 34
16 Berlin 33
17 Bochum 33
|18 Kéln 27|
A | C
2 St. Pau. 69
3 Kiel 68
4 D'dorf 63
5 Hambg 58
6 Karlsr. 5547.
Y Hannov 52 45.5
8 Paderb. 52|12.3072
9 Fiirth 50|
10 Hertha 48
11 schalke 43
12 Elversbg 43
13 Niirnbg 40
14 Kaiserl 39|
15 Magdebg 38
16 Braunsc.. 38
17 Wiesb 32|
19 Osnabr | 28|
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Vereine und Punkte wurden per Hand
Ubertragen. In Zelle C1 steht der Mittel- bzw.
Erwartungswert. In C2 der Median und in C3
die Standardabweichung. Die daflr nétigen
Befehle findet man in Calc -> Listenstatistik ->
mean, median oder stdDev

Einen Befehl flr die Varianz (variance) findet
man ebenfalls dort.

Es sei hier darauf hingewiesen, dass im Abitur
die oben genannten Berechnungen nicht
zulassig sind.

Um dieses zu umgehen kann man folgendes
tun:

Der Mittelwert |&sst sich direkt bestimmen
durch: =sum(B2:B19)/18. Fir die Bestimmung
der Standardabweichung fiihrt man eine
weitere Spalte ein.

C2: =(B2-46.5)"2 Die Spalte C wird mit
Kopieren und Einfligen gefillt. Die Werte in C
werden aufsummiert und es wird die Wurzel
gezogen.

Bzgl. der Berechnungen von Erwartungswert,
Varianz und Standardabweichung gilt gleiches
wie oben.

Als Beispiel fur die Diskussion von
Erwartungswerten und Standardabweichungen
wahlen wir die Abschlusstabellen der 1. und

2. Bundesliga der Saison 23/24. Die Tabellen
findet man im Netz.

Aus den Werten erkennt man, dass die
Standardabweichung relativ groB ist. Das liegt
daran, dass die Werte doch sehr streuen.
Deswegen nehmen wir als Ergdnzung noch die
Werte der 2. Liga hinzu.

Diese realen Werte sollen verglichen werden
mit dem Ansatz, dass die Ausgange der Spiele
rein zuféllig sind. Dabei gehen wir davon aus,
dass 25% der Spiele unentschieden enden.

Punkte 3 1 0

Wahrsch. | 37,5% 25% 37,5%

Daraus lassen sich der Erwartungswert,
Varianz und die Standardabweichung
bestimmen:

Flr ein Spiel:
H=3-0375+1-0,25=1,375

V= (1,375-3)%- 0,375

+(1,375-1)2- 0,25 + 1,375° - 0,375
=1,734375

Fir eine Saison:
pu= 34 -1,375 = 46,75

V=34 -V'=589687 — O =7,68
Zumindest der Erwartungswert stimmt gut mit
den realen Werten Uberein.

Die Abweichungen bzgl. der
Standardabweichung lieBen sich erwarten.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Mehrstufige Zufallsexperimente,
Urnenmodelle

KenngroBen: Erwartungswert, Varianz,
Standardabweichung

Die Schilerinnen und Schiiler
(2) untersuchen und beurteilen Stichproben

mithilfe von Lage- und StreumaBen,
und verwenden das Summenzeichen

& Edit Strg 1/0 Vers.

N]

DEECHE

for 1sn to 100
02z

13w

While (not(w=6))
rand(1, 6)>w
if (not(w=6))
then

z+1>z

IfEnd

WhileEnd
n>listl[n]
z2list2[n]
print n

next

& Datei Edit Grafik Calc

B EENEMmE
A B &
1 1 5
2 2 19 4.51
3 3 0
4 4 0
5 | 3 0
6 6 1
7 7 0
8 8 6
9 9/ 1
10 10 2
11 11 0
12 12/ 16
Q0
1/6% 2 (nx(5/6)~(n=1))
n=1
6
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Um ein Programm zu erstellen, geht man
natdrlich in das Menl und wéhlt Programm
Edit -> Neue Datei -> Der Name darf

aus bis zu 8 Zeichen bestehen. Danach
gelangt man automatisch in den Editor zur
Programmeingabe.

Um die Werte anschlieBend weiter zu
verarbeiten, werden sie in Listen gespeichert.
Die vorletzte Zeile “print n* ist natirlich nicht
erforderlich.

Mit verlasst man den Editor.

[»] startet das Programm. Die Daten kénnen im
Statistik Modul direkt eingesehen werden.

Am einfachsten lassen sich Erwartungswerte in
der Tabellenkalkulation bestimmen.

Datei -> Import
Variable: list1

Zelle: A1

Datei -> Import
Variable: list2

Zelle: B1

C2: =mean(B1:B100)

Frage: Wie lange muss man im Durchschnitt
warten, bis man eine ,,6“ wirfelt?

Um diese Frage zu beantworten, lasst sich
natdrlich der Erwartungswert berechnen.

Im Vergleich dazu ist es interessant, eine
Simulation durchzufiihren.

Das Programm fir eine solche Simulation ist in
der Abbildung links dargestellt.

Der simulierte Wert von 4,51 erscheint als zu
niedrig.

Der Erwartungswert lasst sich natdrlich auch
theoretisch ermitteln.

Anzahl 1 2 3 4
Wahrsch- | 1 5.1 551 @3- 1
einlich- |6 6 6 666 (6 6
keit

Daraus folgt:

Der Grenzwert l&sst sich auch ohne ClassPad
Unterstltzung berechnen.

=t 2 ) o )
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Die Binomialverteilung

Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Mehrstufige Zufallsexperimente,
Urnenmodelle

KenngroBen: Erwartungswert, Varianz,
Standardabweichung

Die Schilerinnen und Schiler
(2) untersuchen und beurteilen Stichproben

mithilfe von Lage- und StreumaBen,
und verwenden das Summenzeichen

© Edit Strg 170 Yers.

CRE B BDBDREE

[vollSer N

© Datel Edit Graph Cslc

SIBE0NEMAEE
A | B | C [ D

1 19 14.2129

2 10 152327.3529

3 14| 15.23 1.5129
4 11 17.8929

5 2238.9971 45. 8329

| 6 | 116.2447717.8929

7 37 473.933

8 16 - 0.5929

9 11 17.8929

10 29| 189.613

11 25 95. 4529

12 9 38,8129

13 19 14,2129
14 13 - 4.9729

15 23| 60. 3729

16 15 0.0529
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Wie ein Programm zu erstellen ist, wurde oben
beschrieben.

list1[j] bezieht sich auf das j-te Element der
Liste mit dem Namen list1.

Die ersten 6 Zellen von list1 entsprechen den
jeweils gewdrfelten Augenzahlen. Wenn zum
Beispiel eine ,4“ gefallen ist, wird die 4. Zelle
mit einer 1 belegt. Nur wenn alle Zellen 1 bis
6 mit einer 1 belegt sind, endet der Durchlauf.
Durch die For-Schleife gibt es 100 Durchlaufe.

Mit Hilfe der Import Funktion (Anwendung
wie oben) lassen sich die Daten in die
Tabellenkalkulation tUbertragen.

B2: = sum(A1:A100)

B3: =B2/100

C1: = (A1-B3)A2
C2: = (A2-B3)"2
usw.

B5: = sum(C1:C100)
B6: = B570.5

Das Problem der vollstédndigen Serie

Vor allem beziiglich von Sammelbildern stellt
sich die Frage, wie viele Packungen man im
Schnitt kaufen muss, um eine vollstandige
Serie zu erhalten. Wir fihren die Simulation
bezogen auf ein Wirfelmodell durch, das
heiBt, wie oft muss man im Durchschnitt
wdurfeln, damit alle Zahlen mindestens einmal
vorgekommen sind. Mit dem links dargestellten
Programm wird eine Serie von 100 Versuchen
realisiert.

Auch hier lasst sich der Erwartungswert direkt
bestimmen. Dazu betrachten wir zunachst
nochmals die Frage, wie oft man in der Regel
wdurfeln muss, bis eine ,,6“ erscheint. Zur
L&sung erstellen wir ein Ablaufdiagramm.

]
0.
l-p

@

Das gesuchte Ereignis A tritt mit der
Wahrscheinlichkeit p ein. Falls das Ereignis
nicht eingetreten ist, befindet man sich wieder
in der Ausgangssituation. Daraus folgt:

E(X)=1'p+(1-p)(1+EX)) = EX)=

o |-

Dabei gibt die Zufallsvariable X die jeweilige
Anzahl der Wiirfe, bis eine ,,6“ geworfen wurde,
an.
Fir den ersten Wurf ist es vollkommen egal,
welche Zahl gewdirfelt wird. Beim zweiten Wurf
darf nur die erste Zahl nicht wieder gewurfelt
werden. Ist dies der Fall bleibt man in dem
Zustand. Das heiBt, man kann die Gleichung
oben auf jede Position anwenden. Wegen der
Linearitat der Erwartungswerte sind diese zu
addieren.

E(X)=1+E(X,)+ E(X,)+ E(X,)+ E(X,)+ E(X,)

ERNN-N N

Der simulierte Wert stimmt mit dem
theoretischen in der GréBenordnung Uberein.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Binomialverteilung: Binomialkoeffizient,
KenngroBen, Histogramme, G -Regeln

Die Schilerinnen und Schiler

(6) erklaren die kombinatorische Bedeutung
des Binomialkoeffizienten und berechnen
diesen in einfachen Fallen auch ohne
Hilfsmittel (nur LK)

& Zoom Analyse Calc ¢

B I“IEEIB’TIWIFE

list1 list2 list3 —‘

1(2
2(3 .

3(2

4(3

51

64
Cal> ["randBi.. (v |

<« >

Cal= randBin(5, 0. 5, 500)

360° Auto B 1T

& Edit Calc Grafik einst ¢

[ [3] v mlmelEEll[

p list3
.0312 .

0

0.1563
0.3125
0.3125
0.1563
0.0312

Ta> o (vl
< ] ]

360° Auto  Standard T
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Simulation wird im Statistik Meni
durchgeflihrt. Man benutzt dazu den randBin
Befehl (Diesen findet man Uber die Tastatur im
Katalog) und tragt diesen bei || Cal*["randBi..
ein. Die erste Zahl 5 gibt die Anzahl der Wiirfe
an, 0,5 betragt die Wahrscheinlichkeit fir Kopf
und die letzte Zahl bezeichnet die Anzahl der
Durchfiihrungen.

Um das dargestellte Histogramm zu erhalten,
ist zunachst Grafik einst -> Einstellung zu
wéhlen

Stat-Grafik einst.

T T T

|| Zeichn.: Ein © Aus
Typ: | Histogramm M
X-List: list1 K

Haufigk: _ 1

Fur den Ausdruck: mit: H-start: 0.5 und
H-schritt: 1

Die absoluten Zahlen erhalt man Uber Analyse
-> Verfolgen

Die Wahrscheinlichkeiten lassen sich direkt im
Statistik Modul bestimmen.

Zunachst werden die Spalten umbenannt. Dazu
wird der Kopf angeklickt und umbenannt. In die
Spalte k missen die Zahlen 0, 1, ... ,5 handisch
eingetragen werden. Unter der Spalte p wird
Cal markiert. Danach erfolgt der Eintrag unter
Cal= (s. Abb. links) Den Befehl binomialPDf
findet man wieder auf der Tastatur im Katalog.

Fur die Grafik ist wieder, Histogramm zu wéhlen

und X-List: k und H&ufigk: p.

Fir den Ausdruck: mit: H-start: 0 und
H-schritt: 1

In einem Zufallsexperiment wird eine Miinze
5-mal geworfen. Die ZufallsgroBe X gibt die
Anzahl der Képfe an. Die gesuchte Anzahl ist
binomialverteilt.

Das Experiment wird 500-mal durchgeftihrt.
Die Simulation er6ffnet die Moglichkeit die
erhaltenen Werte mit den theoretischen zu

vergleichen.

0 1 2 3 4 5
18 82 152 [164 |64 20

Im Histogramm erscheint nicht der ,,Balken* fir
0 Kopfe. Die Anzahl fir 0 Koépfe ergibt sich aus:
500-82-152-164-64-20=18

Theoretisch lassen sich die
Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der
Binomialverteilung bestimmen. Es gilt

p(X = k) = (i) - 0,5% - 0,55~

Es ist nicht erforderlich, die obige Formel
direkt einzugeben, da der ClassPad fir
die Berechnung den Befehl binomialPDf
implementiert hat.

Die Werte lassen sich direkt aus Spalte p
ablesen. (s. Abb. links)
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Binomialverteilung: Binomialkoeffizient,
KenngroBen, Histogramme, G -Regeln

Die Schilerinnen und Schiler

(6) erklaren die kombinatorische Bedeutung
des Binomialkoeffizienten und berechnen

diesen in einfachen Féllen auch ohne
Hilfsmittel (nur LK)

@& Edit Ansicht Art Calc (%]
[+ T:
F e
193 0 0
194 0 0
195 0 0
196 0 0
197 0 0 -l
198 0 0 v ]
B = o
=sum(B1:B200) v X
60
0.5

€ Datei Edit Grafik Calc

] & [ ] =][e]un] >

B C

>
4
a+b l
(a+b) "2 a~2+b"2+2-a+b
(atb)~3a"3+b"3+3-a"2- ..
(a+b)~4a~4+b~4+4+a" 3+ ..
(a+b)~5a"~5+b"5+5-a"4- ..
(a+b)"6|a"6+b"6+6°a"50 ...n
7 >
expand (B10) [‘/[x
[ C10 Wert:

<15-22-b8+120-a7b3+120-a3+b >

RO | WO BN =

[¥ C10 Formel:
expand (B10)

c10 a*10+b™10+10-a"9-b+10-a-b"g ...
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Alternativ I&sst sich die Simulation naturlich
auch in der Tabellenkalkulation durchfiihren.
Dazu wird die Spalte A mit dem Befehl
=randBin(5,0.5) geflillt.

Das Fullen geschieht am einfachsten, wie folgt:
Edit -> Fillen -> Mit Wert fiillen

Als Formel ist obige einzusetzen und als
Bereich: A7:A200, wenn die Simulation 200-mal
durchgefiihrt werden soll.

Die weiteren Spalten dienen der Auswertung. In
Spalte B werden die ,,0“ gezahlt. Dies geschieht
mit: =piecewise(A1=0,1,0)

Das bedeutet, wenn A1 den Wert 0 hat, wird
der Zelle der Wert 1 zugeordnet. Die Spalte B
wird auf die gleiche Art wie oben geflillt.
Entsprechendes gilt fir die Spalten C bis G.
Fdr A1 muss dann natirlich jeweils abgefragt
werden, ob A1=1 bzw. 2 usw...

Die Spalten B bis G werden dann einzeln
aufsummiert.

FUr das Histogramm ist die Zeile mit den
Summen zu markieren und durch wird das
Histogramm erzeugt.

Das CAS des ClassPad lasst sich auch in der
Tabellenkalkulation nutzen. In Spalte A stehen
die Zahlen 1, 2, ..., 10. Auf diese Spalte wird
fur die Exponenten Bezug genommen. Man
erkennt, dass in Spalte B die Klammern nicht
automatisch ausmultipliziert werden. Um dies
zu erreichen, steht in C2: =expand(B2).

Um die Spalten zu verbreitern:

Edit -> Format -> Automatische Breite

Fir eine genauere Betrachtung ist die jeweilige
Zelle (in der Abb. links C10) zu markieren und
[3]zu wahlen.

Die Simulation mit der Tabellenkalkulation
ist zwar aufwendiger, macht aber fir die
Schiulerinnen und Schuler die erforderlichen
Schritte transparenter.

Als Ergebnis ergibt sich:

0 1 2 3 4 5

5 33 | 58 | 66 | 32 6

Eine Durchfiihrung mit einem Wurfel- bzw.
Urnenmodell ist nicht wirklich geeignet, da mit
diesem nur ein einzelner Durchgang simuliert
werden kann.

Der Zusammenhang zwischen den
Binomialkoeffizienten und den Koeffizienten
der erweiterten Binomischen Formeln sollte
Thema des Unterrichts sein. Die Schilerinnen
und Schiiler haben so die Mdglichkeit,

die kombinatorische Bedeutung des
Binomialkoeffizienten in einem eigentlich schon

bekannten Zusammenhang zu erfahren.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

Binomialverteilung: Binomialkoeffizient,
KenngroBen, Histogramme, © -Regeln

Die Schilerinnen und Schiler

(6) erklaren die kombinatorische Bedeutung
des Binomialkoeffizienten und berechnen
diesen in einfachen Fallen auch ohne
Hilfsmittel (nur LK)

£ Edit Ansicht Art Calc

AR v || | v | ] v |
| C -
1 1]7. 9e-29
2 2||7. 9e-29|
3 3|l3. 9e-27
4 4]1.3e-25
5 5[3. 1e-24
6 6fj5. 9e-23 v
[ [ =
=p(Al) [v]x
#
-+
0. 05

€ Datei Edit Grafik Calc
'Di| B A = v ||l 'E
A B [ ¢ |D
1 17.9e-29 o
2 2/7.9e-29](1. 6E-28
3 3 3.9e-27 1.6e-28
4 41.3e-25 4. 1e-27
5 5 3.1eg-24/1. 3e-25
6 6|5.9e-23|3. 2e-24
<« =]
=sum ($B$1:B2) v | X
1.
f‘
+
+
+
+
7
+
+
+
W
' 100

C21.57772181e-28
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Im Bereich main wurde zunachst die Funktion
p(x) definiert:

Define p(x)=binomialPDf(x,100,0.5)

Diese Funktion steht einem dann auch in der
Tabellenkalkulation zur Verfligung.

In Spalte A stehen die Zahlen 1 bis 100, auf die
dann die Funktion p(x) angewandt wird (s. Abb.
links).

Das Kopieren funktioniert am einfachsten:
Al1:1->A2: A1+1 -> A2 markieren

Edit -> Fillen -> Mit Wert fiillen

Als Formel erscheint automatisch: A7+1
Bereich: A3:A100

Mit der Spalte B wird entsprechend verfahren.
Fur die Grafik werden die Spalten A und B
markiert und gewahit.

Man kdnnte die Tabelle so gestalten, dass man
Werte fir beliebige Einzelwahrscheinlichkeiten
bekommt. Es ist dann im main folgendes zu
definieren:

Define p(x,y)=binomialPDf(x,100,y)

In C1: der Wert fUr die Einzelwahrscheinlichkeit
In B1: =p(A1,$C$1)

Durch eine Anderung des Wertes in C1 werden
dann die Werte in Spalte B entsprechend
geéndert.

Aus der obigen Tabelle lassen sich leicht die
Werte fir die kumulierte Binomialverteilung
erzeugen (s. Abb. links).

Dazu wird eine weitere Spalte angelegt (s. Abb.
links)

C2: =sum($B$1,B2)

Durch das $ bleibt der erste Wert fest und die
Summation erfolgt bis zum zweiten Wert.
Klickt man die Kreuze in der Abbildung links
direkt mit dem Stift an, so wird der Wert unten
links angezeigt. Man kann so zum Beispiel
relativ einfach herausfinden, ab welchem x die
Wahrscheinlichkeit p=50%

Ist.

Mit Unterstitzung des ClassPads lassen

sich natdrlich auch Wertetabellen fur die
Binomialverteilung erstellen und die Verteilung
grafisch darstellen.

Gleiches gilt fir die kumulierte
Binomialverteilung.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

KenngroBen: Erwartungswert, Varianz,
Standardabweichung

Binomialverteilung: Binomialkoeffizient,
KenngroBen, Histogramme, O -Regeln

binomialPDf (50, 105, 0. 43)
0.04940481993

binomialPDf (50, 500, 0. 43)
1.518974684E-59

<«mialCDf (100, 200, 500, 0. 43)
0. 09484355007

EBinomialCDf(U. 05,500, 0. 43)
197

«inomialCDf (0. 475, 500, 0. 43)
214

binomialPDf (215, 500, 0. 43)
0.03601890225

& Datei Edit Grafik Calc

(] & [A[= ]l

A B
2.16

ll

=1 | W b =
OO = W WIN
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Den Befehl binomialPDf findet man im
Katalog. Man kann ihn aber auch direkt
buchstabenmaBig eingeben oder:

Main -> Interaktiv -> Verteilungsfunktionen ->
Diskret -> binomialPDf

Den Befehl fur die kumulierte Binomialverteilung
findet man ebenfalls auf die gleiche Art wie
oben. Die ersten beiden Werte geben die
Grenzen, der dritte die Anzahl der Durchldufe
und der letzte die Wahrscheinlichkeit an.

Der Befehl fur die Umkehrfunktion lautet:
InvBinomialCDf. Fur die Eingabe gilt im Prinzip
das gleiche wie oben. Es ist dann Umkehrfkt.
anstatt Diskret zu wéahlen.

Die Spalte A wird durch den Befehl
=randbin(12,1/6) erzeugt. Dies wird zundchst in
A1 eingetragen.

A1 markieren

Edit -> Flllen -> Mit Wert fiillen

Als Formel ist schon obiges eingetragen.
Bereich: A2:A7100

B1: =mean(A1:A100)

Im Gegensatz zu Formelsammlungen

lassen sich Wahrscheinlichkeiten flr die
Binomialverteilung mit dem CAS fir beliebige
Werte bestimmen.

Des Weiteren wird fiir die Schulerinnen und
Schiller aus dem zweiten Wert ersichtlich,
dass es keinen Sinn macht, nach der
Wahrscheinlichkeit fur eine bestimmte
Trefferanzahl zu fragen, wenn die Anzahl der
Durchlaufe hinreichend groB ist. Deswegen
wird sich eher die Frage stellen, wie groB3

die Wahrscheinlichkeit fur ein Intervall ist,

so dass die Anzahl der Treffer Element des
Intervalls ist. Ergebnisse liefert die kumulierte
Binomialverteilung.

Des Weiteren kénnte sich die Frage ergeben,
wie grof3 ein Intervall sein musste, damit die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer aus dem
Intervall zum Beispiel 5% betragt.

Die Antwort wird durch die inverse
Verteilungsfunktion gegeben.

Genau wie bei der Arbeit mit Tabellen beziehen
sich die Werte auf Intervalle [0; ...]

Wenn man das 5% Intervall um den
Erwartungswert sucht, muss man das Intervall
I= [0, K] suchen, so dass p(l) = 0,475.

Als Ergebnis erhalt man | = [215,215]
Vergleicht man dies mit der Wahrscheinlichkeit
fir hochstens 215 Treffer, so ergibt sich nicht
der Wert von 5%.

Fdr Schilerinnen und Schiler ist es wichtig

zu erfahren, dass es unter Umsténden keine
exakten L&ésungen gibt, da es sich ja um eine
diskrete Verteilung handelt.

Ein Wirfel wird 12-mal geworfen und die
Anzahl der ,,6“ bestimmt. Das Ganze wird 100-
mal durchgefiihrt. Wir interessieren uns dafur,
wie oft die Zahl 6 im Mittel auftritt.

Es ergibt sich ein durchschnittlicher Wert von
E=2,16.

Dieser Wert wird verglichen mit dem
Erwartungswert der Binomialverteilung.
(Fortsetzung auf den nachsten Seiten)
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— Erwartungswert, Varianz und
Standardabweichung bzgl. der Bionmialverteilung

Bezug zum Lehrplan Screenshot
£ Datei Edit Grafik Calc
L] e [ =]
Inhaltliche Schwerpunkte: c D | E )
KenngroBen: Erwartungswert, Varianz, . L (TR BE] L
, 2 10.269180. 26918
Standardabweichung i
. . ) . . i 3 2|0.296090.59219
Binomialverteilung: Binomialkoeffizient, 1 310.197400. 59219
KenngréBen, Histogramme, O -Regeln - :
’ ’ 5 4/0.088830. 35531
6 5/0.02842/0.14212
. . . 7 6/6.63e-30.03979
Die Schilerinnen und Schiiler 8 711.148-3 7. 96E-3
. , 9 8/1.42g-4 1. 14E-3
©)] verwgnden Slmulgt|onen zur Untersuchung 10 9/1.26E-5 1. 14E-4
StOChaStISCh.eI’ S|tua'!:|0.nen und T 10/7.58Ee-7 7. 58E-6
nutzen dal_ael auch dlgltale 12 112. 76E-8/3. 03E-7
Mathematlkwerkzeuge 13 12 4.68-10/5.51E-9
14 2
144
16 (v |
<] [ L)
=binomialPDf (C1,12,1/6) |V | X
D1 0.1121566548 am

wi] B [a]=] 2] ]V
N o |
10 1 10.11111 l
11 1 2 0.2
12 0 200.18182
s 0 200.16667
14 1| 3)0. 23077
15 1 40. 28571 l
0 e )
[v]?
0.4
100

D1:0999
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Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

C1:0

C2: =C1+1

C2 markieren -> Edit -> Kopieren ->

C3 bis C13 markieren -> Edit -> Einfligen

D1: =binomialPDf(C1,12,1/6)

Flllen des Restes der Spalte D entsprechend
wie bei Spalte C

E1: =C1*D1

Fallen wie oben

E14: =sum(E1:E13)

In der Spalte A stehen die Zahlen 1bis 100.
Spalte B. =rand(0,1)

Spalte C: In dieser Spalte werden die ,,1* aus
Spalte B bis zu der jeweiligen Zelle Cn addiert.
Dies gelingt durch: =sum($B$1:Bn)

In Spalte D stehen die Quotienten aus Spalte A
und C

In Spalte A sind die mdglichen Ergebnisse des
Ausgangs, wenn 12-mal gewdurfelt wird und die
Anzahl der ,6“ gezahlt wird.

In Spalte B sind die mit Hilfe der
Binomialverteilung berechneten Werte der
Wahrscheinlichkeit aufgefiihrt. Nach Definition
des Erwartungswertes werden diese mit der
Anzahl des Auftretens multipliziert und addiert.
Das Ergebnis steht in Zelle E14 (s. Abb. links)
Es ergibt sich eine gewisse Abweichung
zwischen dem theoretischen und dem
experimentell gewonnenen Wert.

Schilerinnen und Schiler kdnnen so erfahren,
dass sich der experimentelle Wert der ,,2“
annahert, wenn die Anzahl der Simulationen
erhéht wird.

Fir eine Visualisierung des empirischen
Gesetzes der groBen Zahlen eignet sich eher
die folgende Simulation:

Es wird ein MOnzwurf simuliert, wobei der
Zahl die ,,0“ und dem Kopf die ,,1“ zugeordnet
wird. Die Minze wird 100-mal geworfen und
nach jedem Wurf werden die ,,1“ aufaddiert.
Dadurch lasst sich die relative Haufigkeit

fir das Auftreten von Kopf bestimmen. Die
Schillerinnen und Schiler kdnnen erkennen,
dass sich der Wert stabilisiert und sich einem
Grenzwert anndhert. Es ist erforderlich zu
diskutieren, dass dies kein Grenzwert im Sinne
der Analysis ist.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Inhaltliche Schwerpunkte:

KenngroBen: Erwartungswert, Varianz,
Standardabweichung

Binomialverteilung: Binomialkoeffizient,
KenngroBen, Histogramme, O -Regeln

Die Schilerinnen und Schiler

(8) verwenden Simulationen zur Untersuchung
stochastischer Situationen und

nutzen dabei auch digitale
Mathematikwerkzeuge
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Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Die Spalte A wurde, wie auf S. 98 beschrieben
erzeugt.

C1: =($B$1-A1)A2

B1: =mean(A1:A100)

Die restlichen Zellen der Spalte C wurden dann
durch das Kopieren von C1 gefllt.

B3: =mean(C1:C100)

B5: =/B3

Die Spalten E und F entsprechen den Spalten C
und D in der Abbildung, S. 99 oben.

G1: =F1*(2-E1)"2

Die ,2“ wurde von oben Ubernommen. Die
anderen Zellen von Spalte G sind entsprechend

gefullt.

G14: =mean (G1:G13)
G15: _yg14

E15: =J12*§*§
A1:0.5

A2: =A1+0.5

B1: =Int(A1*/(100*0.4*0.6)

Dies ist erforderlich, da die Grenzen fir
die Binomialverteilung nur ganzzahlig
sein kénnen.

-> B1 markieren -> Edit -> Fullen -> Mit
Wert fiillen

Die Formel wird automaisch wegen der
Markierung von B1 eingesetzt.

Bereich: B1:B20

C1: =binomialCDf(40-B1,40+B1,100,0.4)
Aufflillen entsprechend oben

Spalte A und C markieren und
wahlen.

Wir beziehen uns nach wie vor auf das Werfen
eines Wirfels.

Daflir werden Varianz und
Standardabweichung einmal mit Hilfe der
Simulation und einmal theoretisch bestimmt.

Es zeigt sich, dass die Werte ganz gut
Ubereinstimmen.

Die zweite Tabelle bestatigt anhand eines
Beispiels, dass die Standardabweichung direkt
berechenbar ist.

Es gilt: ¢ =(n-p:(1-p))

Wir wollen als ndchstes untersuchen, wie

sich die Wahrscheinlichkeiten in Bezug

auf O -Umgebungen um den Erwartungswert
verhalten. Es werden dazu folgende Intervalle
betrachtet:

[b-0,50;u+0,56],[u- o;u+9],...

[b-100;p+100]

Als Beispiel wéhlen wir eine Binomialverteilung
mitn =100 und p=0,4

Ein entsprechendes Verhalten gilt auch fur
Binomialverteilungen mit anderen Kennzahlen.
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Die Normalverteilung

Bezug zum Lehrplan Screenshot
Inhaltliche Schwerpunkte: A B C
E 0.1 0.2
KenngroBen: Erwartungswert, Varianz, 2 E 50 100
Standardabweichung 3 sigma 6 8
Binomialverteilung: Binomialkoeffizient,
KenngréBen, Histogramme, O -Regeln 4 500[0. 667690. 65812
5 E 100, 200
Die Schiilerinnen und Schiiler 6 sigma 9 12
7 1000 0. 683500. 67699
(12) erklaren die Binomialverteilung und 8 E 150 300
beschreiben den Einfluss der Parameter n 9 sigma 11 15
und p auf die Binomialverteilung, ihre : -
KenngroBen und die graphische Darstellung, 10 15000.67780/0. 68297
11 [E 200 400
(13) nutzen die Binomialverteilung und 12 sigma | 13 17
ihre KenngréBen zur Beschreibung von s 20000.685770.67208
Zufallsexperimenten und zur Lésung von i
Problemstellungen 15
16 ] | _
B =
‘=binomialCDf (B$2-B$3, B$2 | v/

& Datei Edit Grafik Calc
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2 400 450 f

3 8 6 |

4 0.65812/0.667696.06140

5 800 900 '

6 12 9 :

7 0.676990.683506.12593

8 12000 1350 ;

9 15 11 j
10 0.682970.67780/6. 10028|

11 1600/  1800|

12 17 13 |
13 0.672080.685776.11423
14 ,

15 Pp. 67783

16 v
(< = >
=sum (K4:K13) /36 v X
K15 0.6778290258 )
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Die Tabelle ist so aufgebaut, dass in Zeile 1 die
Einzelwahrscheinlichkeiten (0.1, 0.2, ...,0.9)
aufgeflhrt sind. Die Anzahlen stehen in A4,

A7, A10 und A13. In den Zeilen 2, 5, 8 und 11
sind jeweils die Erwartungswerte bezogen auf
die Zelle in Zeile 1 und die entsprechenden
Anzahlen berechnet. Entsprechendes gilt fiir die
Standardabweichung in der Zeile darunter. Die
jeweiligen Wahrscheinlichkeiten werden in den
Zeilen 4, 7, 10 und 13 berechnet.

B4:
=binomialCDf(B$2-B$3,B$2+B$3,$A4,B%1)

Die Formel ist so aufgebaut, dass die Zelle
sowohl entsprechend in die Spalte B als auch
in die Zeilen 4, 7, 10 und 13 kopiert werden
kann.

In Spalte K werden die Summen der jeweiligen
Zeilen bestimmt

K4: =sum(B4:J4)

Aus diesen 4 Summen wird dann die gesamte
Summe gebildet und durch die Anzahl der
Daten dividiert und so der Durchschnittswert
bestimmt.

In der Tabelle links ist nur die Zelle B4 zu
andern, indem man vor die Erwdhnung der
Zelle B$3 jeweils eine 2 bzw. eine 3 setzt.

Alles andere ergibt sich von selbst.

Man héatte auch eine zusétzliche Zelle einfiigen
kénnen, auf die als Faktor vor dem Wert von
sigma Bezug genommen wird.

Dann brduchte man nur noch in diese Zelle 1, 2
oder 3 einzusetzen.

Fdr einen spateren Vergleich mit der
Normalverteilung ist es interessant, die
Wahrscheinlichkeiten fir die Binomialverteilung
bezogen auf die Sigma Umgebungen
berechnen zu lassen.

Da keine Einzelwahrscheinlichkeiten

und Anzahlen von vornherein gegeben

sind, kdnnen diese nicht wie bei der
Normalverteilung allgemein berechnet werden,
sondern es missen diese vorgegeben werden.
Wir berechnen den Erwartungswert und die
Standardabweichung fir p=0,1;0,2;...;0,9

und n=500;1000;1500;2000 (s. Abb. links)

Wir erhalten als Durchschnittswert
Pu-oc<X<py+0)=0,67783

Vergleicht man diesen Wert mit dem der
Normalverteilung (s. S. 117), so erkennt man,
dass diese sehr nahe beieinander liegen.

Entsprechende Tabellen kann man fir die 26
und 36 Umgebungen berechnen lassen.
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Der Zusammenhang zwischen
Normal- und Binomialverteilung

Bezug zum Lehrplan Screenshot

[

o (

Nur LK: h
Inhaltliche Schwerpunkte:

Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB3’sche .
Glockenkurve®), Parameter p prob ((MERFPIE |
und O, Graph der Verteilungsfunktion z-Wert unten|~7+997 |
z-Wert oben|1. 6666667 |
nur LK:
0]225°0.5 |
Die Schilerinnen und Schiiler u|125 ‘

(19) unterscheiden diskrete und

stetige ZufallsgréBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

(20) untersuchen stochastische Situationen,
die zu anndhernd normalverteilten
ZufallsgroéBen fuhren,

& Edit Zoom Analyse o ’x‘

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und O auf die Normalverteilung und

die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion 8527096 1 2z 3
I, 113 p-O 52 9
(»GauB’sche Glockenkurve®) Unterer_-7a+99'r“ Oberer=1. 666666
Ldjin(x)=binomialPDf(x. 50,0.4)
done
50x0. 43E
20
VvV 50%0. 4%0. 6 »sigma
2+V3
_x"2
define no(x)= 1 e 2
2%
done
Datei Edit Grafik Calc
5 1 b
L-zI I-VI I I&-ﬂltﬂnl I
| |
1 0[8. 15-12
2 1/2.7e-10]
3 2/4.40g-9|
4 34.695-8
D 4 3. 68E-7)
6 5 2. 26E-6]
7 61. 13e-5|
8 7 4.73e-5|
9 8 1. 69E-4
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Man wahlt das Statistik Menu:
Calc -> Verteilung -> Normal -V summiert

Unterer: -oo
Oberer: 150
O :J225
p: 125

Das Symbol oo findet man auf der Tastatur
Math2

Durch die Wahl von lasst sich die
,GauB’sche Glockenkurve visualisieren

Fur die Darstellung in der Abbildung unten
wurden zundchst im Bereich main einige
Definitionen und Zuordnungen vorgenommen.
(s. Abb. links)

Die erste Zeile ist nicht vollstéandig zu sehen.
Sie lautet:

Define pBin(x)=binomialPDf(x,50,0.4)

In der Tabellenkalkulation werden die Werte der
definierten Binomialverteilung berechnet.

A2: =AT+1

A2 markieren -> Edit -> Fullen -> Mit Wert fiillen
Formel: A1+1

Bereich: A2:A51

Die so erzeugten Daten sind in den Statistik
Bereich zu Ubertragen.

Datei -> Export

Variable list1
Typ LISTE [v]
Bereich 'A1:A51]

Der Name flr die Variablen muss dem
Namen der ersten Liste im Statistik Bereich
entsprechen.

Flr eine Altersgruppe gesunder Personen wird
der systolische Blutdruck gemessen. Man geht
von einer Normalverteilung aus mit E(X)=125
und 0 =/(225.)

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass fir
eine zufallig ausgewahlte Person der Blutdruck
groBer als 150 ist?

p(X < 150)=0.952

—p(X > 150 =1 - 0,952=0,048

Der ClassPad rechnet die Werte flir die
Darstellung auf die Funktion um, so dass:
p=0 und O =1 gilt.

Mit Unterstitzung des ClassPad lasst sich der
Zusammenhang zwischen der Binomial- und
der Normalverteilung zeigen.

Wir wahlen dazu als Beispiel eine
Binomialverteilung mit n =50 und p = 0,4
Als Erwartungswert gilt: E = 20 und fir die
Standardabweichung ergibt sich: G =2,/3

Die allgemeine Form der GauB3’schen
Glockenkurve lautet:

x2

f)=pze = ()
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Nur LK:
Inhaltliche Schwerpunkte:

Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB3’sche
Glockenkurve®), Parameter p
und O , Graph der Verteilungsfunktion

nur LK:
Die Schilerinnen und Schiiler

(19) unterscheiden diskrete und
stetige ZufallsgréBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

(20) untersuchen stochastische Situationen,
die zu anndhernd normalverteilten
ZufallsgréBen flhren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und o auf die Normalverteilung und

die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion
(,GauB’sche Glockenkurve®)
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Fur die Grafik sind zundchst Einstellungen
erforderlich:
Grafik einst -> Einstellungen (s. unten)

Stat-Grafik einst. x

- '|'2 |3 4 ‘515 !_.? (89
Zeichn.: ©Ein Aus
Typ: Histogramm v
X-List: | list1 | v]
Haufigk: | main\w [ v]
-> StatGraf1 anklicken
Fur die Grafik @] wahlen.
Folgende Einstellungen vornehmen
Intervall einst.
H-Start: -0.5
H-Schr.: 1l ‘
0K Abbrechen

Durch die Wahl von kénnen die einzeln
GauB’schen Funktionen eingegeben werden.
Durch nochmalige Betéatigung von werden
die Grafen der Funktionen zusammen mit dem
Histogramm dargestellt.

Damit die Anpassung gelingt, ist eine
Verschiebung, so dass der x-Wert

des Erwartungswertes mit dem der
Binomialverteilung Ubereinstimmit,
vorzunehmen. Des Weiteren sind noch
Streckungen bzw. Stauchungen in x- und
y-Richtung erforderlich.

Die Werte fur p und O lassen sich direkt
aus den gegebenen Werten fir die
Binomialverteilung bestimmen.

Die Anpassung des Erwartungswertes in
x-Richtung gelingt durch:

XX -

Anpassung des y-Wertes fir den
Erwartungswert:

no(x) — ino(x)

22

1 —
—¢€
A
Streckung in x-Richtung:

x—p

x—p-—

Die Anpassung gelingt umso besser, je gréBer
n ist.

Aus dem Prozess wird deutlich, dass es
mdglich ist, zu einer Binomialverteilung eine
passende Normalverteilung zu finden.

Der umgekehrte Vorgang ist nicht mdglich, da
es unmoglich ist, von den beiden gegebenen
GroBen p und o auf die bestimmenden GroBen
n und p fur die Binomialverteilung zu schlieBen.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Nur LK:

Inhaltliche Schwerpunkte:

Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB3’sche
Glockenkurve"), Parameter y

und o, Graph der Verteilungsfunktion

nur LK:
Die Schilerinnen und Schiler

(19) unterscheiden diskrete und
stetige ZufallsgroBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

(20) untersuchen stochastische Situationen,
die zu anndhernd normalverteilten
ZufallsgroBen fuhren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und o auf die Normalverteilung und

die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion
(,GauB’sche Glockenkurve®)

binomialCDf (0, 40, 150, 0. 3)
0.212607595

150%0. 3
45
vV 150%0. 3%0. 7
3v£TZ

40L3no(&)dx
0 3%v14 1.5%v 14

0.1864992418

binomialCDf (0, 400, 1500, 0. 3)
2. 428619757E-3
“«/nomialCDf (0. 2126, 1500, 0.»
436
binomialCDf (0, 436, 1500, 0. 3)
0.2239138638

V1500%0. 3%0. 7
3.¥35
436 x—450
X
fg 3135 10 3av35 X

0.2151113456
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Interaktiv -> Verteilungsfunktionen -> Diskret ->
binomialCDf

binomialCDf b

Unterer [0
Oberer {40
Umfang n i]ﬁU
pos [0. 3
Erfolgswahrscheinlichkeit (0<p<1)

Die Funktion no wurde oben definiert.

Die Umkehrfunktion zur Binomialverteilung
findet sich unter:

Interaktiv -> Verteilungsfunktionen ->
Umkehrfkt. -> invBinomialCDf

Wenn keine digitalen Werkzeuge zur
Verfligung stehen, haben die Schilerinnen und
Schuler nur die Méglichkeit fur Stichproben,
deren Umfang gréBer als 100 ist, die
Normalverteilung zu nutzen. Gleiches gilt fir
Wahrscheinlichkeiten und Umfange, deren
Werte nicht in Formelsammlungen zu finden
sind; es sei denn, der Umfang ist hinreichend
klein, so dass man héndisch zu Ergebnissen
kommt.

Mit Benutzung des ClassPad bietet sich
nun die Méglichkeit, Vergleiche hinsichtlich
der Genauigkeit zwischen Binomial- und
Normalverteilung zu diskutieren.

Wir betrachten dazu das folgende Beispiel:

n=150,p=0,3
Gefragt ist p (X<40)="?
Es folgt:

p=45 o =3/2 14

Binomialverteilung:
p(x<40)=0,2126

Normalverteilung:
p(x<40)=0,1865

Es ist zu erkennen, dass sich doch erhebliche
Unterschiede (ca. 2,6%) ergeben und dass
bezogen auf die Normalverteilung eigentlich
nur die erste Stelle hinter dem Komma Sinn
macht.

Erhéht man den Umfang um den Faktor 10, so
ist zwar der Erwartungswert proportional, die
Wahrscheinlichkeiten bzw. entsprechenden
Intervalle sind es aber nicht.

Von daher bestimmen wir zun&chst ein
Intervall, das der obigen Wahrscheinlichkeit
entspricht. Aus den Daten ist erkennbar, dass
sich eine prazise Grenze nicht angeben lasst.
Setzt man anstatt der 436 die 435 ein, so
ergibt sich ein Wert von ca. 0,2073

Die Daten zeigen, dass die Werte von
Binomial- und Normalverteilung né&her
beieinander liegen, aber es dennoch einen
Unterschied von ca. 0,88% gibt.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Nur LK:

Inhaltliche Schwerpunkte:

Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB3’sche
Glockenkurve"), Parameter y

und o, Graph der Verteilungsfunktion

nur LK:
Die Schilerinnen und Schiler

(19) unterscheiden diskrete und
stetige ZufallsgroBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

(20) untersuchen stochastische Situationen,
die zu anndhernd normalverteilten
ZufallsgroBen fuhren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und o auf die Normalverteilung und

die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion
(,GauB’sche Glockenkurve®)

£ Edit Aktion Interaktiv

LS,%I {nj]PI}giJISimpII‘_hy VIJ(J:/L  J

define 1(y)=f > 1
efine I(y [45—3:1 5*\."_11"
done
I(y)
—(x—45) 2
y+45 T.e 63 p
X
]_y+45 21Vn
£ Edit Ansicht Art Calc (%]
B L
1 5|2.80624p0.
2 115.61249
3 1.5|8.41873
4 2111. 2250
S 2.95|14.0312p0. 98758
6 3|16. 83750.
ey
11 e o
n
+
+
10
]
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Auch hier kann man sich zunutze machen, dass
auch die Tabellenkalkulation CAS-féhig ist.

Zur besseren Darstellung wurde die definierte
Funktion I(y) nochmals angegeben.

Da no(x) schon oben definiert wurde, ergeben
sich jetzt einige Umformungen.

Man kann das I(y) nattrlich auch direkt
definieren, so wie es in der zweiten Zeile
dargestellt ist.

B1: =A1*1.5*/14

C1: =I(B1)

Das Bild entsteht durch die Markierung der
Spalten A und C und

Wir bleiben bei dem obigen Beispiel (n=150,
p=0,3) und bestimmen Wahrscheinlichkeiten
far Intervalle der Art:
[u-0,50;u+0,50],[u-0;4 +0],...
[u-100;u+ 100]

Es folgt entsprechend oben:

py=45 ¢ =3/2 /14

Auch hier zeigt sich eine groBe Ahnlichkeit zur
Binomialverteilung.
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— Abschatzung einer unbekannten
Wahrscheinlichkeit

Bezug zum Lehrplan Screenshot

Nur LK: )

v 130%0. 9%0. 1 dsig
Inhaltliche Schwerpunkte: 34/ 130
Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB’sche 10
Glockenkurve*), Parameter p 120 4 x-117
und o , Graph der Verteilungsfunktion ] ——¥no(——-—)dx

0 S18 S1g

nur LK: 0.8097724374
Die Schilerinnen und Schiiler iilmCDf( 0.120,0.3130 , 1 17)
(19) unterscheiden diskrete und 0.8097724374
stetige ZufallsgréBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

= " ” . |
(20) untersuchen stochastische Situationen, invNormCDf ("L ,0.93, @H
die zu anndhernd normalverteilten 118. 01 7006—8
ZufallsgréBen fiihren, :
(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und o auf die Normalverteilung und v112.5%0. 9%0. 1 »sig
die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion
(,GauB’sche Glockenkurve®) 9+v2

4

]120_1_*n0(_x_112_ S )dx

(15) interpretieren die bei einer Stichprobe 0 S8 S1g
erhobene relative Haufigkeit als Schatzung
einer zugrundeliegenden unbekannten 0.9907889373

Wahrscheinlichkeit,

- S Fodel normCDf (-1,1,1,0)

ermitteln mithilfe der o -Regeln

Prognoseintervalle fur die absoluten und 0.6826894921
relativen Haufigkeiten in einer Stichprobe und normCDf (=2, 2,1, 0)

interpretieren diese im Sachkontext, e

0.9544997361
(17) ermitteln auf Grundlage einer relativen £
Haufigkeit ein Konfidenzintervall fur normCDf (=3, 3,1, 0)
den Parameter p einer binomialverteilten 0.9973002039
ZufallsgréBe und interpretieren das —

Ergebnis im Sachkontext (Schluss von der
Stichprobe auf die Grundgesamtheit),

(18) schatzen den fir ein Konfidenzintervall
vorgegebener Lange erforderlichen
Stichprobenumfang ab,
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Alternativ zur direkten Eingabe der GauB’schen
Funktion kann man auch direkt:

Interaktiv -> Verteilungsfunktionen ->
fortlaufend -> normCDf und untenstehende
Eintragungen vornehmen.

Unterer [0
Oberer (120
¢ 0.3V (130)
u117
Interaktiv -> Verteilungsfunktionen ->

Umkehrfkt. -> invNormCDf
Mit folgenden Eintragungen:

Lage Wkt. | Links I‘l’

prob [0. 95 '

g _\f(125*0. 09 |
H|112.5

Lage Wkt. bezieht sich darauf, dass eine
Grenze von -« ausgehend bis zu einem Wert
gesucht wird. Alternativ kann man auch ein
Intervall links und rechts vom Erwartungswert
(Mittelpunkt) oder von +e nach links gehend
(Re.) berechnen lassen.

Wenn man im Bereich main

Interaktiv -> Verteilungsfunktionen ->
Fortlaufend -> NormCDf wéhlt sind nur noch
die beiden Grenzen einzugeben, da ¢ =1 und
p = 0 vorgegeben sind.

Es ist Ublich, dass Airlines ihre Flugzeuge
Uberbuchen, da in der Regel immer einige
Kunden ihren Flug stornieren. Wir gehen von
einer Stornierungsrate von ca. 10% aus.

Ein Flugzeug einer Airline verflgt Gber 120
Sitzplatze.

FUr einen Flug nimmt die Airline 130
Buchungen entgegen.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Platze ausreichen?

p=n-p=130-0,9=117

In ca. 19% der Félle muss die Airline damit
rechnen, dass die Platze nicht ausreichen.

b) Es soll abgeschétzt werden, wie viele Platze
tatsachlich bendétigt werden und wie viele
Platze zur Verfigung stehen missen, damit
die Platze mit einer Wahrscheinlichkeit von
ca. 95% ausreichen, wenn 125 Buchungen
vorliegen.

p=n-p=125-0,9=112,5

Es wéren dann im Mittel 118 Platze
erforderlich.

Aus den Werten ergibt sich, dass die Zahl

130 zu groB ist. Wenn man die 130 durch 125
ersetzt, ergibt sich eine Uberlastung nur in ca.
1% der Falle.

6 -Umgebungen des Erwartungswertes
Es qgilt:

H—o=X=uto
=S nrp—Jnp-(1-p)=X

sn-p+yn-p-(1-p)

Es ergeben sich die entsprechenden Werte fur
die Normalverteilung. Fir die Schilerinnen und
Schiiler mag es vielleicht erstaunlich sein, dass
sich unabhangig von dem Erwartungswert und
der Standardabweichung immer die gleichen
Werte ergeben.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Nur LK:
Inhaltliche Schwerpunkte:

Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB’sche
Glockenkurve"), Parameter y
und o, Graph der Verteilungsfunktion

nur LK:
Die Schilerinnen und Schiler

(15) interpretieren die bei einer Stichprobe
erhobene relative Haufigkeit als Schatzung
einer zugrundeliegenden unbekannten
Wahrscheinlichkeit,

(16) ermitteln mithilfe der o -Regeln
Prognoseintervalle fir die absoluten und
relativen Haufigkeiten in einer Stichprobe und
interpretieren diese im Sachkontext,

(17) ermitteln auf Grundlage einer relativen
Haufigkeit ein Konfidenzintervall fir

den Parameter p einer binomialverteilten
ZufallsgroBe und interpretieren das
Ergebnis im Sachkontext (Schluss von der
Stichprobe auf die Grundgesamtheit),

(18) schatzen den fir ein Konfidenzintervall
vorgegebener Lange erforderlichen
Stichprobenumfang ab,

(19) unterscheiden diskrete und
stetige ZufallsgroBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

(20) untersuchen stochastische Situationen,
die zu anndhernd normalverteilten
ZufallsgroBen fuhren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und o auf die Normalverteilung und

die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion
(,GauB’sche Glockenkurve®)

mﬂve[(h—p)2=cz°££%ggl,p]

{wwih—p) 2=0}

solve[ [1+%] 'Pz—[2°h+%] ‘P+h2=U ’ P]

.

-_(332_4_0;(jibﬂ;h_tfibi?:b;n_l
I - 2-(¢ 24 )

tzﬂ'r-cz- (ne(4:h?=4.h)=c? ).tz-h-n

)

. (R
define pu(c,n, h)=M-Iv

done

c24y _cz,(-._

define po(c,n,h)=

done

pu(1l,1000,0.31)
0.2955705646

po(1, 1000, 0.31)
0.3248090558

pu(l, 100000, 0.31)
0.308539374

po(1, 100000, 0.31)
0.311464426

|
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Wie die Abbildung links zeigt, ist die Gleichung
(*) unten rechts nicht direkt vom ClassPad
|6sbar. Es sind also einige Umformungen
erforderlich.

Die Lésungen fir p wurden in die rechte Spalte
Ubertragen.

Die beiden definierten Funktionen entsprechen
den Gleichungen rechts unten.

FUr eine Wahlprognose wurden n = 1000
Menschen befragt. Dabei stimmten 310

fur die Partei ABC. Daraus ergibt sich die
Frage, mit welchen Abweichungen bei der
endgultigen Entscheidung zu rechnen ist.
Man spricht in diesem Zusammenhang von
Vertrauensintervallen.

Es qilt:

p—c-oa=X=u+c-o
mit: c =1,2,3
—n-p-cfop =P <X
snpt+efup-A-p)

=p-c- J@ghn£p+c- i@

p(1-p)

=> |h, —p| <c- [P

> (1 —p)? < 222 (1

=2 =2, p+p?=Sp-Zp
=>(1 +;—2)p2—(2hn+c—:)p+hn2 =0

Als Lésungen ergeben sich:

p
—J—cz (n(4h,* — 4h,) — 2 — c? — 2h,n
B 2(c2 +n)
P
J—cz(n(«}hnz —4h,) —c? —c% — 2h,n
- 2(c2 +n)

Die beiden Loésungen fur p sind die linke
und die recte Grenze flr das Intervall, indem
die Wahrscheinlichkeit p mit einer gewissen
Sicherheit liegt.

Bezogen auf das obige Beispiel liegen die
maoglichen Wahrscheinlichkeiten bei einer
angenommenen Sicherheit von 16 im Intervall
[29.6%;32,5%]

Wie die Berechnungen links zeigen, ist es
erforderlich, um eine gréBere Genauigkeit
zu erreichen, die Anzahl der Menschen, die
befragt werden, erheblich zu steigern.
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Bezug zum Lehrplan

Screenshot

Nur LK:
Inhaltliche Schwerpunkte:

Normalverteilung: Dichtefunktion (,GauB’sche
Glockenkurve"), Parameter y
und ¢ , Graph der Verteilungsfunktion

nur LK:

Die Schilerinnen und Schiler

(15) interpretieren die bei einer Stichprobe
erhobene relative Haufigkeit als Schatzung
einer zugrundeliegenden unbekannten
Wahrscheinlichkeit,

(16) ermitteln mithilfe der o© -Regeln
Prognoseintervalle fir die absoluten und
relativen Haufigkeiten in einer Stichprobe und
interpretieren diese im Sachkontext,

(17) ermitteln auf Grundlage einer relativen
Haufigkeit ein Konfidenzintervall fir

den Parameter p einer binomialverteilten
ZufallsgroBe und interpretieren das
Ergebnis im Sachkontext (Schluss von der
Stichprobe auf die Grundgesamtheit),

(18) schatzen den fir ein Konfidenzintervall
vorgegebener Lange erforderlichen
Stichprobenumfang ab,

(19) unterscheiden diskrete und
stetige ZufallsgroBen und deuten die
Verteilungsfunktion als Integralfunktion

(20) untersuchen stochastische Situationen,
die zu anndhernd normalverteilten
ZufallsgroBen fuhren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p
und ¢ auf die Normalverteilung und

die graphische Darstellung ihrer Dichtefunktion
(,GauB’sche Glockenkurve

0.31(1-0.31)
1000

0.01462532051

4 ne u(p,c, Iﬂ:p-mkv@

done
dine o(p,c,n)=p+cxk fp*(nﬁ
done
& Edit Zoom Analyse ¢ X

7S I EE ) 2 [%ILL]'E

|Blatt1 |Blatt2 |Blatt3 |Blattd |Blatt5 |

3“81:0(.\',0. I]) [s—]]

M v62=u(x,c,n) —
v63:0 = 5 x|
lv64:0 [I-“lU 3 10
|y65:0 | = 3D |
| y66:0 50 1501000
y67:0

p 'y

xI

o[ 01020304 0506070803 1

LIEY
@

360° Reell
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Hinweise zur Bedienung

Hinweise zum mathematischen Inhalt
und zur Didaktik

Fir die untere und obere Begrenzung werden
im Bereich main zwei Funktionen definiert, die
von der relativen Haufigkeit p, dem Faktor ¢
fur die Standardabweichung und der Anzahl n
abhangen.

Fur die grafische Darstellung wechselt man in
der Bereich Grafik & Tabelle und ersetzt das

»,p* durch x. Wenn man nach dem Eintrag der
Funktionen wahlt, werden die Schieberegler
automatisch mit erzeugt.

Durch die Wahl von = lassen sich
Einstellungen fir die Regler vornehmen. Dies ist
vor allem fiir den zweiten flr n erforderlich, da
die Voreinstellung keinen Sinn macht. Sinnvoll
ist zum Beispiel ein Bereich von 50 bis 1000 mit
einer Schrittweite von 50.

Wie man oben gesehen hat, ist der Umgang
mit der Gleichung (*) nicht ganz einfach. Die
Gleichung lasst sich vereinfachen, wenn man
auf der rechten Seite das p durch hy, ersetzt.

hp(1=h
Das heit: |h, —pl=c- J;

Als Intervall ergibt sich dann:
hy - (1—hy,)

[h, —d;h, +d]lmitd =c- -

Far c=1 folgt: d=0,0146

=> [0,2954;0,3246]

Vergleicht man die beiden Ergebnisse, so zeigt
sich, dass zumindest fir das obige Beispiel
die Naherung absolut gerechtfertigt ist. Des
Weiteren wird aus der Naherung das ,/n Gesetz
deutlich.

Die Sicherheitsintervalle lassen sich grafisch
darstellen (s. Abb. links)

Schulerinnen und Schiiler kdnnen so die
Abhéangigkeit dieser Intervalle von c und n
erfahren.

Die Intervalle werden durch Strecken, die
parallel zur x-Achse verlaufen und durch

die beiden Funktionsgrafen begrenzt sind,
dargestellt.

Eingezeichnet in die Abbildung links ist das

Intervall fir p=0,3
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Arbeitsblatt zur Stochastik

1. FUr den Munzwurf machen wir folgende Zuordnung: Kopf: 2, Zahl: 1
Es werden 2 Miinzen geworfen und die zugeordneten Werte addiert.
Fihren Sie dazu eine Simulation mit dem ClassPad durch.

Waéhlen Sie dazu im Bereich main: @« (im letzten Reiter) und tragen Sie flr die Anzahl
100 und fiur die Anzahl der Flachen zwei ein, dadurch wirkt der Wurfel wie der Wurf
einer Mlnze. Interpretieren und begriinden Sie das Ergebnis.

2. Simulieren Sie das Werfen von 3 Wirfeln und bilden Sie die Augensumme. Flhren
Sie 100 Simulationen durch. Bestimmen Sie den theoretischen Erwartungswert und
vergleichen Sie diesen mit dem der Simulation.

Hinweise: Benutzen Sie dazu die Tabellenkalkulation. Die benétigte Formel lautet:
=rand(1,6). Fur die Durchfihrung: Edit -> Mit Wert flllen und geben Sie jeweils die
Bereiche an (zum Beispiel: A1:A100).

3. Bestimmen Sie den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung flr
die Abschlusstabelle der letzten Bundesliga Saison. Vergleichen Sie die Werte mit den
theoretischen, wenn man davon ausgeht, dass V4 der Spiele unentschieden enden
und alle Mannschaften als gleich stark vorausgesetzt werden.

4. Es soll im Folgenden ein Urnenmodell simuliert werden. Sie finden die Moglichkeit
einer Simulation im Bereich main. Wéhlen Sie dazu @=«. Sie finden das Symbol unter
dem Reiter .
Waéhlen Sie ,,Urne“ mit 1000 Versuchen und ordnen Sie den Farben folgende
Anzahlen zu:

ABCDEF

123456

Vergleichen Sie die Daten der Simulation mit den theoretischen Werten.
Wir ordnen jetzt den Farben die folgenden Werte zu:

A B C D E F
6 5 4 3 2 1

Es wird folgendes Spiel angeboten: Sie kdnnen auf eine Farbe setzen und erhalten
bei einem Euro Einsatz 6 Euro als Gewinn, wenn A gezogen wird, 5 Euro fur B usw.
Ein Mitschuler behauptet, es ist dann vollkommen egal, auf welche Farbe man setzt.
Was meinen Sie?
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5.Gegeben ist das folgende Programm flr den ClassPad:
Es soll eine Antwort darauf geben, wie oft man im Schnitt wirfeln muss, um eine ,,6“ zu

erhalten.

& Edit Strg 1/0 Vers.

wb

for 1»n to 100
0>z

1=>q.'

While (not(w=6))
rand(1, 6)>w

if (not{w=6))

OEE %

Zu dem ,for“ am Anfang gehoért das ,,next“ am Ende.
Diese sogenannte for-Schleife sorgt daflir, dass die
Simulation 100-mal ausgeflihrt wird. Die Variable z zahlt,
wie lange es dauert, bis eine ,,6“ gewdurfelt wird. Begrin-
den Sie dies mit der Struktur des Programms.

Die Variablen n und z werden in Listen gespeichert.
Waéhlen Sie in Inrem ClassPad den Bereich Programm:
Edit -> Neue Datei -> Wéhlen Sie einen Namen (max. 8
Zeichen).

then

1972 Danach gelangen Sie automatisch in den Editor, wo Sie
IfEnd das Programm links einge?t—;;;jr_l_ kénnen.

WhileEnd Sie verlassen den Editor m=——.  Bejahen Sie, dass die
2;11;85521 [[1'11]] Anderungen gespeichert werden.

print n

next

Lassen Sie das Programm laufen: LJ

Die Werte kdnnen mit Datei -> Import -> Eingabe A1, list1 bzw. B1 list2 in die Tabellenkal-
kulation Ubertragen werden. Mit =mean(B1:B100) erhalten Sie den Durchschnittswert.
Vergleichen Sie diesen mit dem theoretisch ermittelten Wert.

6. In einem Zufallsexperiment wird eine Mlinze 5-mal geworfen. Die ZufallsgréBe X gibt
die Anzahl der Kdpfe an. Die gesuchte Anzahl ist binomialverteilt. Es sollen die simulierten
Werte mit den theoretischen verglichen werden und ein Histogramm erstellt werden.

Die Simulation wird im Statistik Menu durchgefuhrt. Man benutzt dazu den randBin Befehl
(Diesen findet man Uber die Tastatur im Katalog) und tragt diesen bei \ Cal» |”randBi..| ein.
Es sind drei Angaben zu machen. Die erste Zahl gibt die Anzahl der Wiirfe an, die zweite
die Wahrscheinlichkeit fir Kopf und die letzte Zahl bezeichnet die Anzahl der Durchfih-
rungen. Es sollen 500 Simulationen durchgefiihrt werden.

Um ein Histogramm zu erhalten, ist zunéchst Grafik einst ->
1(2/3/4/5|6|7|8|a Einstellungzu wéhlen (s. Abb. links)
Zeichn.: Ein @ Aus Das Histogramm erhalt man mit [l

Typ: | Histogramm |+| Sinnvoll: H-start: 0.5 und H-schritt: 1
X-List: list1 ] v
[v

Haufigk: 1

Die theoretischen Werte lassen sich direkt im Statistik Modul bestimmen. In die Spalte
list1 missen die Zahlen 0, 1, ... ,5 handisch eingetragen werden. Unter der Spalte
list2 wird Cal markiert. Danach erfolgt der Eintrag unter:

Cal= binomialPDf{list1,5,0.5)
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Fir die Grafik ist wieder, Histogramm zu wahlen und X-List: list1 und Haufigk: list2.
Far den Ausdruck: mit: H-start: 0 und H-schritt: 1

7.Es ist Ublich, dass Airlines ihre Flugzeuge Uberbuchen, da in der Regel immer einige
Kunden ihren Flug stornieren. Wir gehen von einer Stornierungsrate von ca. 10% aus.
Ein Flugzeug einer Airline verfligt Uber 120 Sitzplatze. Fir einen Flug nimmt die Airline
130 Buchungen entgegen.
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Platze ausreichen?
b) Es soll abgeschatzt werden, wie viele Platze tatséchlich bendtigt werden
und wie viele Platze zur Verfigung stehen mussen, damit die Platze mit einer
Wahrscheinlichkeit von ca. 95% ausreichen, wenn 125 Buchungen vorliegen.

8.Erstellen Sie ein Histogramm fiir die Binomialverteilung (n = 60, p = 0,3)

Dazu sind die erforderlichen Daten zunédchst im Bereich Tabellenkalkulation zu
erzeugen. Mit Hilfe des Export-Befehls sind diese Daten dann in den Statistik Bereich
zu Ubertragen. Wir wollen das Histogramm mit dem Grafen der Normalverteilung
vergleichen. s

Dazu lassen Sie zunachst den Standardgrafen zeichnen. f(x) = v%e_z
Passen Sie mit Hilfe von Verschiebungen, Streckungen und Stauchungen den Grafen
der Normalverteilung an das Histogramm an.

9. Bei Wahlumfragen werden zwischen 1000 Personen (z.B. Allensbach) und 2500
Menschen (z.B. Forsa) befragt. Die Institute geben dazu an, dass die Fehlertoleranzen
zum tatsachlichen Wert bei bis zu 3% liegen kdnnen.
Widerlegen oder bestatigen Sie dies, indem Sie folgende Prognosen flr die
Bundestagswahl 2025 untersuchen. Legen Sie dabei Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 95,4 % (= 2sigma-Umgebung) zugrunde.

a) Forsa sagte am 11.3. fur die CDU 28 % voraus, fur die FDP 4 %.

b) Allenbach meldete am 21.2. 32 % flir die CDU und 4,5 % flr die FDP.

10. Im Bereich main sind die beiden Funktionen:

ulp,e,n)=p— @undo(‘p,c.n] =p+ f@

definiert worden. Erstellen Sie die folgenden Funktionsgrafen und interpretieren Sie
diese.

©_Edit Zoom Analyse o «|| Die Schieberegler werden automatisch erzeugt, wenn
Liled KU/ & vl - . vy
e i Sie ;] betatigen.
Blatt1 [Blatt2 |Blatt3 |Blattd |[Blatt5|
M yv61=0(x,c,n) o] . i . -
B v62=u(x,c, n) — || Die Schieberegler lassen sich mit = anpassen.

SED  —

i C< >

v65:0 =

\GG_ EL‘ l 150 1\1;]\_\

y67:0
e
0.9
0.8
08:7
0:6
0.5
0.4
0.3
0:2
0:1

o[ 0/1 0.2 0.30.4 05 0.6 0.7 0i8 0!8 1
B

360° Reell m
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